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Préface
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document contactez-moi.
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Qu’ils en soient ici remerciés sincérement.
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de 'imprimante, & consulter son manuel ou a contacter le service technique.

Samuel Robyr
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Chapitre 1

Ensembles

1.1 Propriétés

— z € E : x appartient a F (relation d’appartenance) ;

— x ¢ F : x n’appartient pas a E';
ACE:Aestinclusdans E (Vx € A,z € E);

A(BCE|BCA).
— A X B : est le produit cartésien de A par B.

Remarque 1.1.1. On définit souvent un sous-ensemble A d’un ensemble F (référentiel) a ’aide d’une
propriété P définie sur les éléments de E : A = {z € E|x vérifie P}.

1.2 Symboles logiques et ensembles

Soient P et () deux propriétés définies sur un référentiel £. On définit les deux sous-ensembles

de E :
- A = {z € E|x vérifie P}
— B ={x € E|x vérifie Q}

A¢g E: An’est pasinclusdans E (Vz € A,z ¢ E);
() : Pensemble vide. C’est un ensemble qui ne contient aucun élément (V z,z & () ;
AU B : est 'ensemble des éléments de E qui sont dans A ou dans B ;

AN B : est 'ensemble des éléments de E qui sont dans A et dans B ;

— CgA = A : complémentaire de A (z € E|z ¢ A);

©(A) : Pensemble des parties de A. Est 1’ensemble des sous-ensemble de E qui sont inclus dans

Vee A x vérifie P | A=F
Jdx € A,z verifie P | A# ()
P=qQ ACB
PsQ A=B
Pou@ AUB
Pet @ ANB
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CHAPITRE 1. ENSEMBLES

1.3 Négation de quelques proposition

— non(P ou Q) est équivalent a (non P) et (non Q)
— non(P et Q) est équivalent & (non P) ou (non Q)
— non(V x € E,x vérifie P) est équivalent & (3 2 € E, x ne vérifie pas P)
- non(3 x € E,x vérifie P) est équivalent & (V z € E, x ne vérifie pas P)
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Chapitre 2

Logique et méthodes de preuve

2.1 Introduction

Soient P et ) deux propriétés définies sur un référentiel . On peut définir sur F la proposition
P = Q. On peut aussi définir, sur le méme référentiel F, la proposition réciproque @ = P.

2.2 Meéthode de preuve directe

On veut démontrer que la proposition P = () est vraie.
On construit une suite de proposition : P = P, P = P5,..., P, = @ qui sont toutes des proposi-
tions vraies.
Par transitivité de 'implication on en déduit que la proposition est vraie.

2.3 Meéthode de preuve indirecte (contraposée)

On appelle proposition contraposée de P = @ la proposition (non P) = (non Q).
Comme pour la méthode directe on construit une suite de proposition : non P = Py, ..., P, = non Q
qui sont toutes des propositions vraies.
Par transitivité de 'implication on en déduit que la proposition est vraie.

Ces deux propositions sont équivalentes : (P = Q) < (non P = non Q).

2.4 Meéthode par ’absurde

La démonstration par I’absurde de P = @ consiste a supposer non ) vraie. Le cadre de référence
de la preuve contient alors P mais aussi non Q.
On essaie alors de montrer que ceux nouveaux systéme engendre une proposition contradictoire S
(S et non S vraies).
La supposition de départ non @) vraie est fausse, donc @) est vraie.

2.5 Meéthode par induction ou récurrence

La méthode par récurrence peut s’utiliser dans le cas ou la proposition @) dépend d’un entier
positif n : Q(n),n € N.
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CHAPITRE 2. LOGIQUE ET METHODES DE PREUVE

Théoréme 2.5.1 (d’induction). Si une proposition Q(n),n € N, vérifie les deuz conditions sui-
vantes :
1. 3 ny € N|Q(ng) est vraie;
2. ¥V neNn>nyQ(n) vraie = Q(n + 1) vraie.
Alors ¥V n € Nyn > ng, Q(n) est vraie.
D’ou la méthode de démonstration :
1. On vérifie que la proposition @ est vraie pour une valeur particuliére (la plus petite possible)
2. On démontre la proposition suivante :

— Hypotheése : n > ng, Q(n) vraie
— Conclusion : Q(n + 1) est vraie
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Chapitre 3

Combinatoire

3.1 Arrangements

1

Définition 3.1.1. Un arrangement de p éléments de E est une suite ordonnée * (z1,...,zp) de p

éléments de E :

n!

AP ="
(n —p)!

3.2 Permutations

Définition 3.2.1. Une permutation est une suite ordonnée (z1,...,x,) des n éléments de E.

Remarque 3.2.1. Une permutation est un cas particulier d’arrangements (n = p).

n!
P,=A'= —— =nl
" (n—n)! "

3.3 Combinaisons

Définition 3.3.1. On appelle combinaison de p de F tout sous-ensemble de F & p éléments.

Si E est un ensemble & n éléments et p € N*, p < n on sait qu’il y a A}, arrangements de p
éléments de E. On regroupe tout ces arrangements de telle sorte que tous éléments d’un groupe
soient constitués des mémes éléments de E2.

Il y aura P, arrangements dans chaque groupe.
Ay onl 1 n!

P — _ =
" B (n—p! pl (n—p)p

Remarque 3.3.1. AL, = CL - P,
Propriétés
1. Ch=CyP0<p<n

2.0 =Cl1+C" ,0<p<nm

n
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CHAPITRE 3. COMBINATOIRE

3.C94Cl 4. OO =2n

3.4 Le triangle de Pascal

(mpl[0[1[2[3[4]5]6]
0 |1

1 [1]1

5 |[1]2] 1

3 1133 |1

1 |[1]4]6 ]

5 |1]5/10]10] 5 |1

6 || 1615201561

ch=cr+ el

3.5 Le bin6me de Newton

On consideére la polynéme P, (z) = (z+a)™ (binéme de Newton). Les coefficients des termes sont
les coefficients du triangle de Pascal. On a l’expression générale :

n
(x+a)" = ZCﬁ'xn_k'ak
k=0

Le (p + 1)iéme terme du développement de (z + a)™ est Ch - 2™~ P - aP.
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Chapitre 4

Applications

Définition 4.0.1. f est une application de A dans B si & tout élément x de A, f fait correspondre
un unique élément f(z) de B, appelé image par f de x.

A est ’ensemble de départ de f et B est 'ensemble d’arrivée.

4.1 Deéfinitions et relations

— Imf. Est ’ensemble image de f :
Imf={a'eB|3zeA flz)=2a}
— f(K). Soit K C A, on définit f(K) I'image de K par f :
f(K)={2 € B|3z € K, f(z) =2}

Remarque 4.1.1. Imf = f(A)
— f7Y(H). Soit H C B, on définit f~(H) I'image réciproque (ou inverse) de H :

fTHH)={r e A f(z) € H}
— Gy. Est le graphe de f :

Gr={(z,') e AxB|zecAeta' = f(z)}

1d,. Est 'application identité sur A :

Id,: A — A

r = T

g o f composition des applications f et g :

gof:A — D
z = gof(x)=glf(2)]
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CHAPITRE 4. APPLICATIONS

4.2 Injection

Définition 4.2.1. Une application f de A dans B est une injection ssi deux éléments distincts de
A ont pour image deuzx éléments distincts de B :

Va,ye A,z #y= f(x) # fy)

Pour montrer que f est injective on utilise le contraposée de la définition :

]vx,yeA,f(x)zf(y):‘fE:y\

Remarque 4.2.1. x = y doit étre la seule solution !

4.3 Surjection

Définition 4.3.1. Une application f de A dans B est une surjection ssi tout élément de B est [’image
par f d’au moins un élément A (2’ posséde un antécédent dans A) :

Va' € B,z e A = f(x)

Pour montrer que f est surjective on utilise la définition et on montre que pour un z’ donné
quelconque de B, on peut trouver un z dans A t.q. ' = f(z). L’ensemble des 2/ de B qui ont au
moins un antécédent dans A est Im f. D’ou I’équivalence suivante :

’f surjective = Imf = B‘

4.4 Bijection

Définition 4.4.1. Une application f de A dans B est une bijection ssi elle est bijective et surjective.

En d’autre termes f de A dans B est bijective ssi tout 2’ € B est I'image par f d’un unique
élément x de A :
Va'e B3 'z e Ad' = f(x)
Dans se cas et seulement dans ce cas, on définit une application réciproque (inverse) de f notée f~*

de B dans A.

Remarque 4.4.1. Soient A et B deux ensembles quelconques, on dit que A et B «ont le méme nombre
d’élémentsy (méme cardinalité) ssi il existe une bijection de A dans B.

131 signifie ’il existe un unique’
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Chapitre 5

Matrices

5.1 Produit matriciel

Soient A(a;j) € My et B(bij) € Myx,. Le produit de A par B (noté AB) est la matrice
B € M, «, définie par :
C = AB = C (Cij)
avec Cj; = Q41 blj + a;o bgj + -t agp bpj-
Remarque 5.1.1. Le produit n’est défini que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de
lignes de B.

5.1.1 Propriétés

1. (AB)C = A(BC);
2. A(B+C)=AB+ AC et (B+C)A=BA+CA;

3. = MAB) = (M)B = A(AB) = (AB)\;
— Aud) = (A

4. AB # BA;

5. AB = 0 n'implique pas A =0ou B=0;

6. AB = AC n’implique pas B = C';

7. Al =TA = A, avec I élément neutre;

Définition 5.1.1 (Matrice scalaire). La matrice scalaire A = a - I, commute avec toute matrice
(a € R).

Définition 5.1.2 (Matrice transposée). La matrice transposée, notée A’, est la matrice ot on
échange les lignes avec les colonnes.

Propriétés des matrices transposées

~ (4 =4

- (A+B)'=A"+DB!
— (M) = A

- (AB)' =Bt A
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CHAPITRE 5. MATRICES

5.2 Matrice Inverse

L b . .
La matrice inverse de A = < CCL ), notée A1 existe ssi det(A) # 0, et

d

1 d —b
71_
4 _detA<—c a >

Remarque 5.2.1. Pour les matrices inverses d’ordre > 3 voir la section 6.5, page 32
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Chapitre 6

Déterminants

6.1 Déterminants d’ordre 2

. b . b
Soit A = < a > On définie le nombre réel det A = a ‘ = ad — be
c d c d
6.2 Déterminants d’ordre 3
@i dizdis sy a3 a1 3 as1 @22
det A= a1 a2 a3 | =an — a2 + a3
azs  as3 az1  as3 asr a3

az1 asz2 ass

6.3 Déterminants d’ordre n

Un déterminant d’ordre n se calcule a I’aide de n déterminants d’ordre (n — 1), en développant
selon une ligne ou une colonne.

Remarque 6.3.1. Soit k € R et A est une matrice@ée d’ordre n; on a
| det(kA) = kn - det(A)|

6.4 Propriétés

Remarque 6.4.1. Toutes les propriétés suivantes sont valables pour les déterminants de tout ordre.
— det(A@ + pd', b, &) = Adet(d@, b, &) + pdet(a, b, ) ;
— Un déterminant avec deux colonnes égales vaut 0 : det(d, d, 5) =0;
— Sion ajoute & une colonne une combinaison linéaire des autres le déterminant ne change pas :
det(@ + \b+ uc, b, ¢) = det(d, b, ) ;

— Si on permute deux colonnes le déterminant change de signe : det(b, @, &) = — det(a@, b, 7) ;

On peut remplacer les colonnes par les lignes : det(d, 5, &)t = det(a, 5, é);
det(AB) = det(A) - det(B), mais det(A + B) # det(A) + det(B)

— @,b, linéairement dépendants < det(a, b, ¢) =0.
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CHAPITRE 6. DETERMINANTS

6.5 Inversibilité, calcul de la matrice inverse

’A est inversible < det A # O‘

Si A1 existe alors :

1 t

AT = (™ e (ay)

(=1)" det (A;j) est la matrice des cofacteurs de A, on la note A

-1 L =
det A
Si A™! existe alors )
det(A™1) =
et ) det A

Remarque 6.5.1. (AB)™'=B71.A7!

Remarque 6.5.2. det A-det A=t =1
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Chapitre 7

Espaces vectoriels

7.1 Définition et propriétés

Soit V' un ensemble muni de deux lois :
— Une loi de composition interne + (addition) :

VxV — V
(6, 5) —  a-+ 5

— Une loi de composition externe - (amplification par un scalaire) :
RxV — V

A\, @) — A+d

7.1.1 Propriétés de la loi de composition interne

~ commutativité : @+ b=b+a

— assoclativité : ((i—i— g) +c=ad+ (

S

+

0l
~

— ¢lément neutre : 30e€ V t.q da+0=a

7.1.2 Propriétés de la loi de composition externe

— distributivité : (A 4+ p)d = Ad + pa

— associativité : (Ap)d = A (ua)

— élément neutre : 1-d =a

— distribution mixte : A ((i + B) = A+ \b

Les éléments de V' sont appelés des vecteurs. Les élément de R (ou plus généralement d’un corps)
sont appelés des scalaires.

7.1.3 Autres propriétés

~0-a=0
~A-0=0
—Ma=0aA=0oud=0
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CHAPITRE 7. ESPACES VECTORIELS

7.2 Combinaison linéaire

Soient V un R-e.v. et dy,...,d, n vecteurs de V. On dit que b est une combinaison linéaires des
ai,...,d, sl existent A\q, ..., A, € R tels que b= A1d1, ..., Apdy. On dit que b est engendré par les
d;. V est un R-e.v., donc b est dans V par stabilité des lois internes et externes.

Soient V un R-e.v. et dy,...,d, n vecteurs de V. On dit que dj,...,d, sont linéairement deé-

pendants si 'un d’entre eux est une combinaison linéaire des autres, sinon il sont linéairement
indépendants.

La famille {ay, ..., d,} est dite libre si les vecteurs sont indépendants, sinon elle est dite lie.
ai,...,dy, € V sont linéairement dépendants ssi il existent A1,..., A, € R non tous nuls tel que

Inversement d1,...,d, € V sont linéairement indépendants ssi

Mai+ . A My =0 A =...= )\, =0.

7.3 Sous-espaces vectoriels

Un sous-ensemble W d’un espace vectoriel V' est un sous-espace vectoriel de V si W, muni des
mémes lois que V, est lui aussi un espace vectoriel.
W sous-ensemble de V est sous-espace vectoriel de V' ssi

VabeW, VA, p€R, @+ ube W.

Soit S = {dy,...,d,} une famille de n vecteurs d’un e.v. V. Alors W, ’ensemble de toutes les
combinaisons linéaires des vecteurs, est un sev de V et c’est le plus petit sev de V' contenant tous
les vecteurs. On le note W = [d1, ..., dy),,,-

On dit que W est le sev engendré par les @;. Les a@; sont appelés les générateurs de W.

7.4 Base et dimension d’un espace vectoriel

Un espace vectoriel est dit de dimension finie §’il peut étre engendré par un nombre fini de
générateurs, sinon il est dit de dimension infinie.

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, on appelle base de V toute famille ordonnée de
générateurs de V linéairement indépendants.

Notation : (ai,...,dy)

Soit V' un e.v. de dimension finie. Toutes les bases de V' ont méme nombre d’éléments. On appelle
dimension d’un e.v. V le nombre d’éléments d’une base de V.

Notation : dim V.

La base canonique (ou naturelle) d’un e.v. V est la base déduite de I'expression générale d'un
vecteur de V.
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Chapitre 8

Applications linéaires

8.1 Définition

Définition 8.1.1. Soient E et F' deux R-espaces vectoriels et f une application de E dans F. f est
une application linéaire de F¥ dans F ssi :

VEGEE f(Z+7) =f(@)+f(®)

et
erE,V)\ER,f(Af):)\f(f)

Les 2 relations son équivalentes a :

VEGEENAueR [\ +uj) = A (@) + uf ()]

8.2 Image directe er réciproque

Théoréme 8.2.1. Soient E et F deuz e.v. et f: E — F une application linéaire. St W est un sev
de E alors f(W) est un sev de f.

Théoréme 8.2.2. Soient E et F deuz ev. et f: E — F linéaire. Soit W = [d1, ..., dnl,,,, alors
FOV) =1f (@), f(@n)]sen

Cas particulier

Imf == [f (gl);'-'af(én)]sev

Théoréme 8.2.3. Soient E et F deur e.v. et f : E — F linéaire. Si U est un sev de F alors f~1(U)
est un sev de E.

Définition 8.2.1. Soient E et F deux e.v. et f : E — I linéaire. Le sev de E défini par f~! (6)
est appelé le noyau de f, et on le note Ker f.

Kerf = {a?e E|f(Z) = 6}
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CHAPITRE 8. APPLICATIONS LINEAIRES

Théoréme 8.2.4 (de la dimension). Soient E,F 2 e.v. et f : E — F une application linéaire.
Alors

’dz’m([m f) + dim(Ker f) = dim E‘

8.3 Matrice d’une application linéaire

Théoréme 8.3.1. A toute application linéaire f d’un e.v. E de dim n dans un e.v. F' de dim p, on
peut associer un matrice de type p X n dépendante des bases choisies dans E et dans F'.
Inversement, a toute matrice (aij)p xn on peut associer une application linéaire f d’un e.v. E de dim
n dans un e.v. F de dim p.

X’:Mf‘X
/
Ty a11 -+ QAln x
/
x, pl  *** Qpn T

X est la matrice des composantes de ¥
X’ est la matrice des composantes de Z.

Remarque 8.3.1. |Ker f: My -7 = 0l

8.3.1 Opérations sur les application linéaires

Proposition 8.3.1. Soient E un e.v. de base (€1,...,€,), F un e.w. de base (iy,...,uy,), f et g
deux applications linéaires de E dans F' et A € R. Relativement a ces bases :

— la matrice de (f +g) =My =My + Mg,

— la matrice de (\f) = My = AM.

Théoréme 8.3.2. Soient E un e.v. de dim n et de base Bg, F' un e.v. de dim p et de base B,
G un e.v. de dim q et de base choisie Bg, f une application linéaire de E dans F et de matrice
My relativement auz bases Br et Br, et g une application linéaire de F' dans G et de matrice My,
relativement auz bases Br et Bg. Alors go f est une application linéaire de E dans G et sa matrice
relativement auzr bases Br et Bg est :

’MQOf = M, - My
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8.4. APPLICATIONS LINEAIRES BIJECTIVES

8.4 Applications linéaires bijectives

Proposition 8.4.1. Soit f : E — F linéaire. Alors on a l’équivalence suivante :

f injective < Ker f =0

Remarque 8.4.1. Soit f: E — F linéaire. Si f est surjective alors dim F > dim F.

Proposition 8.4.2. Soit f: E — F linéaire. Si f est bijective alors dim E = dim F.

La réciproque est évidemment fausse.

Théoréme 8.4.1. Soient E un e.v. de base Bg(éi,...,é,) (dim E = n), F un e.v. de base
Brp(ii,...,d,) (dim F = n), f : E — F linéaire, et My la matrice de f relativement o B et
Bp. Alors

[ bijective < My inversible (det My # 0)

Proposition 8.4.3. Méme référentiel que pour le théoréme. Si f bijective alors | M1 = (IMIf)_1

8.5 Etude de quelque endomorphisme du plan

8.5.1 L’homothétie
Soit h une homothétie de centre O et de rapport k # 0 :

h:R?2 — R?
- —_ —
OM — OM' =h(OM)=k-OM

Soit (€1, €2) la base usuelle de R?, on a M, = < l(;: 2 >

8.5.2 La rotation
Soit r une rotation de centre O et d’amplitude ¢ :
h:R? — R?
SN —_— N
OM +— OM' =r(OM)

L
ou OM' est défini par ||[OM'|| = ||O—]\>4|| et A(O—]\j,OM’) =p;Ona:M, = < Zijg C(s);n(pgo )

8.5.3 La symeétrie
Soit s uns symeétrie d’axe ¢ passant par O et défini par ¢ = Z(Oz,t). On a :

M. — cos(2¢)  sin(2yp)
0 \Usin(2p) —cos(29) )’
8.5.4 La projection

La projection p du plan sur la droite d = (O, @) parallélement a la direction ¥ (non colinéaire a
i) est définie par p :

p:R? — R?
- E— —_
OM +~ OM' =p(OM)
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CHAPITRE 8. APPLICATIONS LINEAIRES

avec M’ € d et MM’ paralléle & la direction de .
On détermine la matrice M), relativement a la base (€1,¢€2) de R? a l'aide de la géométrie ana-

lytique en cherchant 'image d’un vecteur & = < ;C ) quelconque du plan (intersection des droites),

ou alors I'image des vecteurs de base. @ et ¥ étant des vecteurs privilégies du plan, cherchons leur
image :

f@) = G=1-G+40 a=<1>
0)
(@)

fB) = G=0-G+40 17:<0>
0/ @

Relativement & la base (i; ) de R? la matrice de p s’écrit : M;; = ( (1) 8 )

Remarque 8.5.1 (Cas particulier). La projection orthogonale du plan sur la droite (O, ), ||4]| =1
est définie par :

8.5.5 L’affinité

L’affinité d’axe a = (O, @) de direction ¥ (¥ non colinéaire a @) et de rapport k # 0 est définie
par :

p:R?> — R?
N — N
OM — OM' = f(OM)
—_— S —
avec MM’ paralléle a la direction ¥ et IM' =k -IM ou {I} = (MM’') Na.
L’axe a est une droite de points fixes : f(@) =d=1-a+0-7= ( (1) >

(@,9)

D’autre part f(v) = k- 0=0-d+ k-0 =

L , (10
(@, ) est M —(0 e )

8.5.6 Etude géométrique de I’affinité

7 N\
T O

> . Donc la matrice M’f relativement a la base

(@,0)

Soit f une affinité d’axe a, de direction U et de rapport k (k # 0 et k # £1).
On a les propriétés suivantes :
1. L’image par f d’une droite est une droite (car f est linéaire); le rapport de section et le
parallélisme sont conservés.
2. L’axe a est une droite de points invariants : f(Z) = Z.
3. Soient d une droite du plan et d’ son image par f :
— si d |fa n’est pas paralléle & s alors d et d’ se coupent sur s;
—sid| salorsd| d | a;
— sid | U alors d = d (droite globalement invariante);
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8.6. CHANGEMENT DE BASE

4. Les distances ne sont pas conservées.
5. Les angles ne son pas conservées.
6. Le rapport des aires est constant :

Aire(D') | si k < 0 Porientation change
Aire(D) si k > 0 l'orientation ne change pas

7. f est une application de contact ; soit v une courbe du plan et 7/ son image par f. Si ¢ est une
tangente a v en M alors t’ est tangente a 7' en M’.

8.6 Changement de base

8.6.1 Transformation des composants d’un vecteur

Soient E un espace vectoriel de dimension n, et B. = (€1, - , €,) une base de E.
On introduit une nouvelle base de F : By = (ﬁ, e ,ﬁ) Les nouveaux vecteurs de base f; sont
définis par rapport a ’ancienne base B, (combinaisons linéaires des €;).
Soit & un vecteur de F, z1,--- ,x, ses composantes dans la base B, et Ty, - -
dans la base By. On a, en notation matricielle :

, Ty, S€S composantes

T P11 Pin x1
In Pn1 - Pnn Tn
ou plus simplement
FT=P-7
P11 Pin
Soit P = : e M,,.
Pn1 Pnn

On appelle P la matrice de passage de B, = (€1, ,€,) & By = (ﬁ, e

ﬁl) : la 7-éme colonne de

)
—

P est constituée des composantes de ﬁ par rapport & B, : P = (fi, ‘e ,fn)B .

Remarque 8.6.1. Les ﬁ sont linéairement indépendants, donc det P # 0, donc P est inversible.

8.6.2 Transformation de la matrice d’une application linéaire

Soient E un e.v. de dim n et de base B, = (€1,-+-,€,), F' un e.v. de dim p et de base B, =
(ty,--- ,Up) et f une application linéaire de F dans F' de matrice M relativement aux bases B, et

B,,.

On introduit une nouvelle base dans F' : By = (f1,- -

. f) et une nouvelle base F : B, = (&7, - - - , Up).

Soient P € M, la matrice de changement de base de B. a By et Q € M), la matrice de changement

de base de B,, a B,,.
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CHAPITRE 8. APPLICATIONS LINEAIRES

La nouvelle matrice M’f de f relativement aux nouvelles bases By et B, est donnée par :

(E, B.) - (F, B)
P || P! Q'] @
My
(E7 Bf) (F7 Bv)
M;=Q~'-M;-P
8.6.3 Cas particulier des endomorphismes
Soient E un e.v. de dim n, (€1,---,€,) une base de E, f un endomorphisme de E et My la

matrice de f relativement a (€1,--- ,éy).

Remarque 8.6.2. Quand on parle d’endomorphisme de E on considére, en général, la méme base dans
FE espace de départ et dans E espace d’arrivée.

— —

Soient (fi, e ,f;l) une nouvelle base de E et M} la matrice de f par rapport & (fi,---, fn)-
On a alors M} = P~ IM;P.
On a aussi : det M; = det M.
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Chapitre 9

Systémes d’équations linéaires

9.1 Notion de rang

Définition 9.1.1 (1). Soient £ un e.v. de dim p et {dy,--- ,d} une famille de k vecteurs de E.
On appelle rang de la famille {ay,--- ,dr} la dimension de sev de E engendré par les a; :

—

rg{dy, - ,dp} =dim[di,- -, dxl,,

Remarque 9.1.1. rg{dy,--- ,dr} < min(k,p).

Définition 9.1.2 (2). Soit A = (a;j)pxn une matrice a p lignes et n colonnes. On appelle rang de
A, noté rg(A), le rang de la famille de ses n vecteurs colonnes.

Remarque 9.1.2. rg(A) < min(n, p).

Définition 9.1.3 (3). Soit f une application linéaire d'un e.v. F de dim n dans un e.v. F' de dim
p. On appelle rang de f, noté rg(f), la dimension de I’espace image de f :

rg(f) = dim(Imf) |

Remarque 9.1.3. rg(A) < min(n,p).

Conséquences de la définition :

Lrg(f)=neKer f=0(n<p);

2.rg(f) =peIm f=F(p<n).
Théoréme 9.1.1. Soit A = (a;j)pxn ; le rang de la famille de ses vecteurs colonnes est égal au rang
de la famille de ses vecteurs lignes :

rg(A) = rg(A")

Théoréme 9.1.2. Soient E un e.v., {dy,--- ,dx} C E et beE;ona:

-

b S [5:17"' 7616]561) -~ Tg{alv"' 76k76} = ’f’g{C_I:h'" 7C_ik}

Remarque 9.1.4. Le rang d’une matrice est invariant si on ajoute & une ligne ou colonne une com-
binaison linéaire des autres lignes ou colonnes, ou si on multiplie une ligne ou une colonne par un
scalaire k € R*.

9.1.1 Calcul du rang a P’aide des déterminants

Théoréme 9.1.3. Le rang d’une matrice A = (aij)pm est ordre mazximum des déterminants non
nuls extraits de A.

41



CHAPITRE 9. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Remarque 9.1.5. Cette méthode n’est pas toujours la plus rapide!

Sirg(A) = r (r est ordre maximum des déterminants non nuls de A) alors :

— Tous les déterminants d’ordre r + 1 sont nuls;

— Il existe un déterminant d’ordre r non nul, appelé le déterminant principal P ;

— Les vecteurs colonnes ou les vecteurs lignes de A correspondant & P sont linéairement indé-

pendants.

Définition 9.1.4. Soient A = (a1, - ,dp)pxn, r8(A) = r et B = (dy,--- ,Ein,l;)px(nH). Il existe
alors un déterminant principal P d’ordre r :

aixp -+ Qair
P =
arl  c+° Qpp

On appelle déterminant caractéristique de B (associé au déterminant principal P) tout déterminant
d’ordre r 4+ 1 extrait de B du type

aj; - ay | by
Cip=| - = |- avecr+1<j<p
arl + Qpp | bp
aji o agr | b
Il y donc (p — r) déterminants caractéristiques : Cy, - - - , Cp—, extraits de B.

Théoréme 9.1.4. Soient A= (a1, -+ ,dn)pxn, 19(A) =1 et B = (d1,--- ,Ec'n,g)px(nﬂ).
Alors rg(B) = r ssi tous les déterminants caractéristiques extraits de B sont nuls.

9.2 Discussion et résolution de systémes linéaires
On appelle systéme linéaire de p équations & n inconnues, un systéme du type :

a117¢1 + a1oxe + -+ + a1pxy, = by
(I) ao1x1 + a99xo + - - + aonxy = by

ap1T1 + Ap2T2 + -+ + App Ty = by

Résoudre (I) c’est déterminer ’ensemble des solutions du systéme.

9.2.1 Interprétation matricielle du systéme

Posons
aip -+ Gl

A=
a/pl .. apn

A est la matrice des coefficients du systéme (matrice associée au systéme).
b1 I

Posons encore B=| -+ | etz =
by Tn

Alors (I) s’écrit AX = B (I1).
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9.2. DISCUSSION ET RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

9.2.2 Interprétation vectorielle du systéme
Introduction

On peut associer & la matrice A = (a;j)pxn une application linéaire f de R™ dans R? dont la

matrice associée est A.

b1 x1
Posons b = et ¥ =

by Tn
Alors (I) devient f(&) =b (I11).

Résoudre (I11) c’est déterminer f~! <{g}> = {f e R"|f(Z) = I;}

Existence des solutions

-,

Posons A = (dy,--+ ,dy) et B=(dy, -+ ,dn,b). (II11) a des solutions ssi
FL ({6}) LW ebe Imf=[d, e & rg(A) = rg(B)
donc tous les déterminants caractéristiques extraits de B sont nuls : C1 =--- =C,_, =0

De méme (/1) n’a pas de solutions ssi
b¢ Im f < rg(A) #rg(B) < 3j1<j<p—rtq C;#0.

Remarque 9.2.1. si b

= 0, on dit que le systéme est homogene : f(&) = 0; le systéme admet toujours
des solutions car b =0 €

Im f et S=Ker f.

9.2.3 Résolution du systéme

Reprenons le systéeme (I) :
aj1ry + ajpxs + - - + a1y = by
(1)

Ap1T1 + Ap2XT2 + - - + AppTp = bp

Soit r le rang de ce systéme et on suppose que le déterminant principal est

air - air
P=| t . 1 |#0
arl  c+° Qpp
Les inconnues x1, - - - , z, associées & P sont les inconnues principales. Les r équations associées & P

sont les équations principales.
Si le systéme (I) a des solutions alors les (p—r) équations non-principales sont combinaisons linéaires
des équations principales et (I) devient équivalent a :

a11x1 + a1awe + - + a1pTy = by
(1)

ar1x1 + ap2ZT2 + -+ + AppTy = b,

On distingue un premier cas particulier, puis deux cas plus généraux que ’on raméne au cas
particulier :
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CHAPITRE 9. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

1. (Cas particulier) n = p = r!

A(a;j)nxn est une matrice carrée et det A # 0. Donc A est inversible et le systéme admet une
solution unique : X = A~!B. Les ; (composantes de la solution) sont données par les formules
de Cramer, obtenues en explicitant la matrice A™'B :

by a2 -+ an
by an2 -+ apn
I =
det A
air v -1 b1 ati41 o aip
Anl -+ QApi—1 bn Anpi4+1 = Qpn
T, =
! det A
air v Q-1 b1
" . anl *°° Apn-1 bn
" det A

2r=p(n2=p)
Le systéme admet des solutions ; dim( Ker f) = n —r donc les vecteurs solutions dépendent de
(n—r) parameétres. Pour trouver les solutions on résout les r inconnues principales en fonctions
des (n—r) inconnues non principales qui I’on considére comme paramétres. Le systéme devient

a1+ -+ A1pTp = bl — (a1p+1$p+1 +-- a1nxn)

ap1®1 + -+ appTp = by — (App+1Tp1 + -+ + ApnTn)

dont les solutions 1, -- , x, sont données par Cramer :
1 T1(Tp41,7 7 5 Tn)
o Tp _ Tp(Tp+1,7 -+, Tn)
Tp+1 Tp+1
Tn Tn

Les solutions x sont en nombre infini si n > p et = est unique si n = p (cas précédent).

3.r<p
Le systéme a des solutions ssirg A = rgB (C; = --- = Cp—, = 0).
Le systéme devient alors équivalent au systéme composé des r équations principales, que l'on
résout comme dans le 2°¢ cas, en prenant x,y1,--- ,x, comme parameétres.

Les solutions sont en nombre infini si n > r et est unique si n = r.

!n = nombre de inconnues (colonnes);
p = nombre d’équations (lignes);
r = ordre de P.
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9.2. DISCUSSION ET RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

9.2.4 Interprétation géométrique du systéme pour n =2 et n =3

— Si n = 2 chaque équation du systeéme représente une droite dans le plan, et les solutions, si
elles existent, sont les points d’intersection de ces droites, point unique ou points d’une droite.

— Si n = 3 chaque équation représente un plan de 1’espace et les solutions, si elles existent, sont
les points de l'intersection de ces plans : point, droite ou plan.

9.2.5 Reésolution du systéme par la méthode de Gauss

Il s’agit de transformer le systéme en un systéme équivalent plus simple.

Deux systémes sont équivalents s’ils admettent les mémes solutions. On ne modifie pas les solu-
tions d’un systéme en effectuant les opérations suivantes :

— amplifier une équation par k € R*;

— ajouter a une équation une combinaison linéaire d’une autre.

Par la méthode de Gauss, on transforme la matrice B en une matrice B’ échelonnée (triangu-
laire), ce qui permet de calculer les inconnues de proche en proche, ou de conclure qu’il n’y a pas de
solution.

Une ligne de zéros dans B’ signifie que le systéme équivalent admet une équation du type

0x1 + -+ 0x, =0, vérifie V¥ € R

Le systéme se réduit alors aux autres équations.
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Chapitre 10

Valeurs et vecteurs propres

10.1 Définitions et propriétés

Définition 10.1.1. Soit f un endomorphisme d'un e.v. E; # € E (Z # (_f) est appelé vecteur propre
de f ssiil existe A € R tel que f(Z) = A\Z.

Les valeurs A € R par lesquelles il existe & € E,Z # 0 tel que tel que f(Z) = AT sont appelées valeurs
propres de f, et T est dit vecteur propre associé a A.

Si x # 0 est un vecteur propre f, alors il est associé a une valeur propre unique de f.

Définition 10.1.2. Soit A € R une valeur propre d’un endomorphisme f d’un e.v. E. On appelle
sous-espace propre associé a A 'ensemble E) = {& € E|f(Z) = \Z}.

10.1.1 Propriétés

1.

Al

E) est par définition I’ensemble des vecteurs propres associées & A auxquels on ajoute le vecteur
nul.

FE) est un sous-espace vectoriel de F.
E)\ = Ker(f — /\ldE)
Si A1 et Ag sont 2 valeurs propres distincts de f alors Ey, N E), = 0.

Soient Aq,- -, A\, des valeurs propres distinctes de f. Alors &, --- ,Z), vecteurs propres respec-
tivement associés & A1, ---, A, sont linéairement indépendants.
Soit f un endomorphisme d’un e.v. E de dimension n. Si f admet n valeurs distinctes A1, -+, Ap,

alors il existe une base de ¥ formée de n vecteurs propres.

Soit f un endomorphisme de F de dimension n, admettant n valeurs propres distinctes; la
matrice de f relativement & une base formée de n vecteurs propres est diagonale.

10.2 Recherche des valeurs et vecteurs propres

Théoréme 10.2.1. Soit f est un endomorphisme de E de dimension n.
A est une valeur propre de f ssi det(f — XNidg) = 0.

Définition 10.2.1. On appelle polynéme caractéristique de f le polynéme en A défini par

|det(f — Nidp)|

L’équation det(f — Nidg) = 0 est appelée équation caractéristique de f.
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CHAPITRE 10. VALEURS ET VECTEURS PROPRES

10.2.1 Propriétés

1. Le polynome est indépendant de la base choisie : det(M; — Al,,) = det(f — Aidg) quelle que
soit la base de E servant a écrire M.

2. Le polyndome caractéristique de f est de degré n et admet au plus n racines réelles distinctes
ou confondues qui sont les valeurs propres de f.

3. Sin=3et My = < ) alors ’équation caractéristique de f est

a ¢
b d
a— A\ c

b d— A

‘—0@)/\2—(a+d))\+deth—O

Remarque 10.2.1. (a+d) est appelé trace de My (somme des produits de la diagonale) et on la note
tr(My).

10.2.2 Recherche de ’espace propre E, associé a )\

Connaissant A valeur propre de f on cherche I’espace propre E) en résolvant le systéme homogéne
[(Z) = A\ & (My — M,,) X = 0 en sachant que rg(My — A\I,,) < n.

10.3 Diagonalisation d’un endomorphisme

11 s’agit de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour que dans une base appropriée,
la matrice d'un endomorphisme soit diagonalisable.

Définition 10.3.1. Soit f un endomorphisme d’un e.v. E. Une base de F formée de vecteurs propres
de f est appelée base propre de f.

Définition 10.3.2. Soit f un endomorphisme d’un e.v. F. f est dite diagonalisable si £ admet une
base par rapport a laquelle la matrice de f est diagonale.

Définition 10.3.3. Une matrice A carrée d’ordre n est dite diagonalisable s’il existe une matrice
carrée P d’ordre n inversible telle que P~'AP soit diagonale.

Théoréme 10.3.1 (Condition suffisante). Une matrice A carrée n est diagonalisable si elle admet
n valeurs propres distinctes.

Théoréme 10.3.2. Une matrice carrée A d’ordre n est diagonalisable ssi R™ admet une base propre
de A.

Théoréme 10.3.3 (Condition nécessaire et suffisante). Une matrice A € M, est diagonalisable
sst A admet n valeurs propres distinctes ou confondues Ay, .-+, A\i, k < n de multiplicité ny,--- ,ng
(n1+ -+ ng =n) telles que dim(Ey,) =n; V1 <i <k.

Remarques :
1. 0 < dim(Ey,) <ny;
2. Sik=mnalorsn; =---=ny=1letdim(E),) =1, V1<<n

Théoréme 10.3.4. Une matrice symétrique réelle d’ordre n est toujours diagonalisable et il existe
une base orthonormée formée de vecteurs propres.

Remarque 10.3.1. Soient E un e.v. de dimension n et B sa base canonique, B’ une base orthonormée
de F et P la matrice de passage de B a B’ (les p; vecteurs colonnes de P sont unitaires et orthogonaux
2 4 2). On a le résultat suivant : det(P) =1 et P~! = P
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10.4. INTERPRETATION GEOMETRIQUE D’UN ENDOMORPHISME DIAGONALISABLE

10.4 Interprétation géométrique d’un endomorphisme diagonalisable

10.4.1 Définition géométrique de quelques endomorphisme

Homothétie Soit h une homothétie de centre O et de rapport k # 0 :

h:R3 — R3
— _— R
OP — OP =kOP

=kl

o ™ O
> O O

k
Toute base de R? est une base propre de h, et M, = [ 0
0

Projection — On considére une projection de I’espace sur la droite (O, @) paralléle au plan (O, 5, 0).
Construction de P’ image de P par p : soit « le plan passant par P et parallele a (O, b, 2),
alors {P'} =an(0,d). On a :

Imp = [C_Llsev
Kerp = [b, & sev-

1 00
(a, b, ¢) est une base propre de pet Mj, = [ 0 0 0 ) :
000/ @i
— On considére une projection de I'espace sur le plan (O, d@, b) parallélement & ¢.

Soit d la droite (P,¢) alors {P'} = d N (0,d,b). On a:
Imp = [C_ia b]se'u
Kerp = [asev-

1 00
(d, b, ¢) est une base propre de pet Mj, = [ 0 1 0
000

Affinité - On considére une affinité d’axe (O, d) de direction définie par le plan (O,l;,é') et de
rapport k # 0.
- — —
Soit « le plan passant par P et parallele a (O,b,¢) et {I} =dN(0,a), alors IP' = kIP et
_— — — A —_— -
OP' =OP + Pl +IP' = OP + (k—1)IP. On a :

Im f = R3
Ker f = {0}.
1 0 0
(a, b, ¢) est une base propredepet M, = 0 k 0
0 0 k (@53
SibLldet@Ldetsik=—1alors f=s est une symétrie d’axe (O, @).

-,

— On considére une affinité de plan fixe (O, d,b), de direction ¢ et de rapport k # 0.
- —
Soit d la droite (P,¢) et {I} =dnN(0,d,b), alors I[P = kIP et
— _— == = — —
OP'=0OP+PI+IP =0OP+ (k—1)IP.

On a :
Im f = R3
Ker f = {0}.
1 0 0
(a, b, ¢) est une base propredepet M, = 0 1 0
0 0 k >
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CHAPITRE 10. VALEURS ET VECTEURS PROPRES

-,

Si ¢ est perpendiculaire au plan (O, a,b) et si k = —1 alors f = s est une symétrie de plan
fixe (O,d,b).
10.4.2 Décomposition d’un endomorphisme diagonalisable

Soit f un endomorphisme diagonalisable de 1’espace.
Il existe P € M3 inversible telle que M/, = P~'M ¢ P soit diagonalisable.

a 0 0
Soit M, = [ 0 (B 0 | relativement a la base propre (a, 5,5) de f. M, peut étre décomposé
0 0 v
de fagon non unique de la maniére suivante (on suppose a # 0) :
a 0 0 a 0 0 1 0 0 10 0
M}zOBOanO 0 B/a 0 01 0
0 0 v 0 0 « 0 0 1 0 0 v/«
ou
a 0 0
0 B 0 | estlamatrice d’un homothétie de centre O et de rapport «,
0 0 ~
1 0 0
0 B/a 0 | estla matrice d'une affinité de plan fixe (O,d,¢) de direction b et de rapport 3/«
0 0 1
et
10 0
01 0 est la matrice d’une affinité de plan fixe (O, d, l;) de direction ¢ et de rapport v/a.

0 0 7/«
Remarque 10.4.1. Si 8 = 0 on a une projection sur (O, @, ¢) parallélement a b.

Remarque 10.4.2. Si 8 = v f est alors la composée d’'une homothétie de centre O et de rapport «
avec une affinité d’axe (O, @) de direction définie par le plan (O, b, ¢) et de rapport (3/a.
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Deuxiéme partie

Géométrie analytique
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Chapitre 11

(éométrie analytique sur la droite

(O, 1) est le repére d’origine O et de vecteur directeur @ de norme ||| = 1.
—
Tout point P peut étre repéré par le vecteur OP.

x-4=0P- -4
—
= Z[|OP|

S|
|

RN — P -
Remarque 11.0.3. BA=—-AB et BA=—AB

La mesure algébrique de AB est donnée par : AB = xj, — x,
11.1 Rapport de section

Soient A, B et C trois pomt On appelle rapport section de M par rapport & A et B le nombre

réel défini par MA =k-MB et on le note k = (AB, M).
Si k> 0 alors M est a lextérieur du segment AB.
Si k < 0 alors M est a 'intérieur du segment AB.

11.2 Conjugués harmoniques

Soient A, B, M et N 4 points. M et N sont dits conjugués harmoniques & A et B si
(AB,M) = —(AB,N).
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Chapitre 12

(éométrie analytique dans le plan

- - = al
a = ayel + agey = < >

a2

12.1 Opérations vectorielles

— Addition :

Soient a@ = < Zl > et b= < Zl ) deux vecteurs du plan. Ona:é’z&'—{—g:(
2 2

— Multiplication par un scalaire :

Soient&'-(al)et)\ERunscalaire.Ona:g—A&'—A<al)—(Aal>
az as A

— Composants d’un vecteur :

E:Wg_m:<bl—al)
b — ao

12.2 Rapport de section

— —
Soient A, B et M 3 points alignés. (AB,M) =k < MA=FkMB.

Remarque 12.2.1. Le rapport de section est conservé par projection sur les axes.

12.3 Norme, distance et vecteur unitaire

. - . e x
Soient (O, €1, €2) un repére orthonormé et AB = ( y > un vecteur. On a :

- 5(A,B) = |AB| = /2% + y7;
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CHAPITRE 12. GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS LE PLAN

—

oy

sont des vecteurs de norme 1 appelés vecteurs unitaires.

12.4 Equations d’une droite

Soient A(a1,az2) et B(by, be) deux points distincts du plan, d la droite définie par ces deux points,

M (x,y) un point courant cette droite et ¥ = ( Zl >
2

—_—  — — —_— -
OM = OA+ AAB ou OM = OA + AU (équation vectorielle de d)

= A . .
( 5; ) = ( Z; ) + A < z; > & { . a;:l_ ;}2”1 A € R (équations parameétriques)

v
y—as=— (x —a1) ou ax + by + ¢ = 0 (équation cartésienne)
U1

v a

La quantité m = 2 - -3 est appelée la pente de la droite d.
U1

Les équations paramétriques et celle cartésienne devient alors :

(5)-(2) ()

y—az=m(xr—ay) ouar+by+c=0

Deux droites de pentes m et mj sont perpendiculaires ssi m - m; = —1.

12.5 Faisceau de droites

Définition 12.5.1. On appelle faisceau de droites de sommet S I’ensemble des droites passant par

S.

Soient di,ds deux droites quelconques passant par S. Alors on peut paramétrer les équations
cartésiennes des droites du faisceau par :

F:(aiz+by+c)+k(agz+by+c)=0

12.6 Barycentre

Définition 12.6.1. Soient n points du plan Aj,..., A, et n nombres réels mq,...,m, tels que
mi+---+my, # 0. On appelle barycentre des n points Ay, ..., A, affectés des coefficients my, ..., my,
le point G défini par :

—_— —_—
—  miOA; +---+m,0A,

oG
my+--+my

Si G est le barycentre de Ay, ..., A, affectés des coefficients my,...,m, (my + -+ my # 0),
—_— — i
alors miGA; +---+m,GA,, = 0.
Remarque 12.6.1. si les n coefficients my, ..., m, sont égaux le barycentre est appelé isobarycentre

et on a :
—_—

— 1 /— — — o
OG:5<0A1+---+OAn)@GA1+...+GAn:0
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12.6. BARYCENTRE

Pour chercher le centre de gravité d’une plaque homogéne de forme plus complexe on procéde de
la fagon suivante :

1. On décompose le domaine en sous-domaines D; dont on connait la surface S; et le centre de
gravité G; ;
2. On calcule le centre de gravité G de D a l'aide du théoréme suivante : le centre de gravité GG

de D coincide avec le barycentre des points G; affectés des coefficients m; proportionnels & la
surface S;.

ATTENTION : ne pas confondre le centre de gravité d’une plaque homogéne avec l’isobary-
centre!!!
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Chapitre 13

Géométrie analytique dans 'espace

13.1 Généralités

Dans une base orthonormée on note :
— m le plan (0;€3;€2) : le sol;

— w9 le plan (0; éa; €3) : le mur;

— m3 le plan (0; é7; é3).

13.2 Equations d’une droite dans ’espace

Soit d une droite définie par un point A et un vecteur ¢. La droite d est ’ensemble des points M
de D’espace vérifiant ’équation vectorielle :

— —
OM = OA + \o,\ e R

Les équations paramétriques de d sont :

x al U1
y | =\ a | +X| v
z as V3

On éliminant le paramétre on obtient les équations cartésiennes de d :

Tr — al Yy —a Z — as

U1 ] U3

Positions particuliéres d’une droite d par rapport aux plans w1, 7 et 73 :
— si v1 = 0 la droite d est paralléle au plan 7 (yOz);
— si vg = 0 la droite d est paralléle au plan w3 (xOz);
— si v3 = 0 la droite d est parallele au plan m; (xOy).

13.3 Equations d’un plan dans I’espace

13.3.1 Plans paralléles aux axes des coordonnées

Vectoriellement un plan de I’espace est défini par un point A et deux vecteurs directeurs u et ¥
linéairement indépendants :
—_— —_— 5 5
OM = OA+ i+ pv, \,p € R
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CHAPITRE 13. GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS L’ESPACE

Les équations parameétriques de a(A, @, ) sont donnés par :

i aq U1 V1
y | =1 a | +A| we | +pul ve
z as us V3

On éliminant les parameétres on obtient ’équation du plan. Elle est de la forme ax + by + ¢z + d.
L’équation cartésienne de o est donné par :

r—ar Uy V1
y—az uz v2 | =0
Z— a3 U3 U3
13.3.2 Plans paralléles aux axes des coordonnées
— ax + by + d = 0 c’est ’équation d’un plan paralléle & €7 ;
— ax + cz +d =0 c’est I’équation d’un plan paralléle a é5 ;
— by + cz + d =0 c’est I’équation d’un plan paralléle & €é3.

13.3.3 Plans projetant d’une droite d (4; )

r — al Yy —ag Z — asg

U1 V2 U3

-~
équations cartesiennes

Tr — ap Yy — az Yy — az zZ — as r — al Z — as

U1 V2 V2 v3 U1 v3

1¢7plan projetant 2meplan projetant 3meplan projetant
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Chapitre 14

Produit Scalaire

Soient @ et b deux vecteurs non nuls dans le plan ou I'espace. L’angle entre ces deux vecteurs est

-,

langle géométrique (sans orientation) ¢ (le plus petite) : ¢ = £(@;b),0 < ¢ < 7.
Le produit scalaire de ces deux vecteurs, noté a - b, est le nombre défini par :

S

- [[bI] - cos ¢

a-b=|lal

s - —_—
A’'B’ est la projection vectorielle de AB sur u; or A’B' = A’B’ -4
_ —
A’B’ est la projection algébrique de AB sur u.
. . . — . . - — —
La projection algébrique de A’B’ sur u est égale au produit scalaire de A’B’ et 4 ou 4 est le vecteur

- —_—
unitaire de 'axe u : A’B' = A'B" - 4

Conséquence :

—

@-b=|al-||b]| - cosp = ||@||- (projection algébrique de b sur u)

Si on est dans un repére orthonormé on peut calculer le produit vectoriel de deux vecteurs définis
par leurs composantes de la fagon suivante :

@-b=aiby + agby + asbs

14.1 Applications aux problémes dans le plan
14.1.1 Vecteur normal i une droite

Si ax + by + ¢ = 0 est I’équation cartésienne d’une droite, alors 77 = < “ > est un vecteur normal

b
ad.

14.1.2 Forme normale ou forme d’Euler de I’équation d’une droite

ax + by + ¢ = 0 est 'équation cartésienne d’une droite. L’équation normale vaut

fracax + by + ctv/ a? + b?

avec le dénominateur de signe contraire a celui de c.

61



CHAPITRE 14. PRODUIT SCALAIRE

14.1.3 Distance d’un point & une droite

On obtient la distance analytique d’un point P & une droite d en remplacant les coordonnées de
P dans 'expression de la forme normale de ’équation de d.
Si P est dans le demi-plan contenant I’origine, la distance analytique de P & d est négative. Elle est
positive dans le cas contraire.
La distance de P a d est donnée par la valeur absolue de la distance analytique de P a d.

14.1.4 Equations des bissectrices de deux droites sécantes

Soient d : ax +by+c=0et g:ad'z+by+ =0 deux droites sécantes. Les bissectrices de d et
g est le lieu des points équidistants de d et g. D’ou I’équation cartésienne des bissectrices :

ar +by+c  dx+by+c

+Va2+ 02 Va2 + b2

14.1.5 Angle entre deux droites sécantes

m—m'

tanp = , avec m = tan ] et m’ = tan ¢y les deux pentes.

1+ mm/

14.2 Application aux problémes métriques dans 1’espace

14.2.1 Vecteur normal a un plan

Soit a:ax+by+cz+d=0,alorsm=| b | estun vecteur normal & «.

14.2.2 Forme normale ou forme d’Euler de I’équation d’une droite

ar +by+cz+d

+va? + b2 + c2

= 0, avec le dénominateur de signe contraire a d.

14.2.3 Distance d’un point a un plan

La distance analytique de P a « est obtenue en remplacant les coordonnés de P dans I’expression
de la forme normale de ’équation de a.

14.2.4 Angle entre deux droites

Soient deux droites quelconques et a(A;@) et b(B;b). L’angle ¢ entre ces deux droites est défini
par :
@b
cosp=——- 0<p<
@]l - {lo]

ol 3
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14.2. APPLICATION AUX PROBLEMES METRIQUES DANS L’ESPACE

14.2.5 Angle entre une droite et un plan

Soient d une droite et o un plan de l’espace. Soit d' est la projection orthogonale de d sur a.
L’angle ¢ = Z(d; o) est défini par :
it - d]

cosp=-——=, 0<p<

s
7]l - el 2

14.2.6 Angle entre deux plans

Soient «, f deux plans, n, une normale & « et ng une normale & 4. Alors Z(«; ) = Z(na;ng) -
Soit ¢ cet angle. ¢ est défini par :

|ﬁa'ﬁﬁ‘

TP erTe——— 0< %) <
17iall - [I7ig]

b 3

CoSp =
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Chapitre 15

Produit vectoriel

15.1 Orientation d’un triplet de vecteurs

Soient d, b, € trois vecteurs linéairement indépendants. On associe au triplet (Ei, b, E’) une orien-

tation : on place l'index dans la direction de @, le major dans la direction de b ; 81 ¢ est dans le
demi-espace que la pouce, on dit que le triplet (c_i, I_;, é’) est d’orientation positive; si € est dans
l'autre demi-espace, ’orientation du triplet est négative.

Remarque 15.1.1. Soient 3 vecteurs a, 5, cindépendants. En permutant deux vecteurs le triplet change
de signe.

15.2 Définition

Soient d, b deux vecteurs de I’espace le produit vectoriel de @ par b est un vecteur de I’espace
noté @ x b défini par :

— sa direction : est perpendiculaire & @ et b;

— son sens : Uorientation de (a, b,d x l;) est positive ;

— sa norme : ||@ x b|| = ||@]| - ||b]| - sinp ot p = £ (Ei, E) La norme ||@ x b|| est égale & Paire du

parallélogramme construit sur @ et b.

15.3 Propriétés

x b=0< d et bsont colinéaires. En particulier @ x @ = 0;

[\)

a
. (5 X Ei) =— (Ei X 5) : le produit vectoriel n’est pas commutatif;

3. Le produit vectoriel n’est pas associatif : en général (d X 5) X C# d X (5 X 6) ;

4. Distributivité du produit vectoriel sur ’addition :
a x (5+5’) —Gxbt+axd et (64—5) XT=aXCT+bxa

5. VAeR,A(axg):(Aa)xE:ax (AE)

65



CHAPITRE 15. PRODUIT VECTORIEL

15.4 Calcul de produit vectoriel dans un repére orthonormé direct

0; €1, €9, €3) est un repére orthonormé et (€7, €3, €3) est d’orientation positive. D’ol €1 X €3 = €3.
) 9 9 ) 9

a by
On calcule le produit vectoriel de @ = | a2 | par b= | b a l’aide d’'un déterminant symbo-
as bs
lique :
€1 a1 b
a X g = 52 a9 bQ
€3 az b3

15.5 Applications du produit vectoriel

15.5.1 Intersection de deux plans

Soit D un point de l'intersection des 2 plans « et 3. Alors
— —
OM = OD + X (7iq X 7ig)
est ’équation vectorielle de la droite d.

Remarque 15.5.1. Pour chercher les coordonnés de D, imposer la valeur de une des composantes.

15.5.2 Distance d’un point & une droite

Soient P un point et d (D; J) une droite de l'espace. La distance de P & d est la hauteur h du

parallélogramme construit sur det DP :

- —

dx DP

, _ ldx DP|
Il

15.5.3 Distance entre deux droites gauches

Soient d (D; J) et g (G; g) deux droites gauches. La distance entre ces deux droites se lit sur la

perpendiculaire commune & ces deux droites. Soit 7 = d X § un vecteur de cette perpendiculaire.
Alors

5:‘55*” _|pc4x49

ld > gl

7]l
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Chapitre 16

Produit mixte

Soient @, b, € trois vecteurs de ’espace. Le produit mixte de ces trois vecteurs (pris dans cet ordre),

noté [(i, l;, 5}, est le nombre réel défini par :
[5,6,5} - (ax B) .2

La valeur absolue du produit mixte [d, 5,5} est égale au volume du parallélépipéde construit sur

a, l;, ¢, ou 6 fois le volume du tétraédre OABC.
On appelle volume analytique du parallélépipéde construit sur @, b, ¢ le volume de ce parallélépi-

péde affecté du signe 4+ ou — selon que l'orientation de (d’, I;, E’) est positive ou négative.

16.1 Propriétés

- [(z’, B,E} = 0 implique que les 3 vecteurs sont linéairement dépendants;
— En permutant 2 vecteurs le produit mixte change de signe, d’ot :
<d>< 5) E=q- (Ex 5) — [5,5,5}
~ Propriété de linéarité : [Am Aa",z?,g} - [)\d, 5,5} n [Aa',z?,a}
Le produit mixte de trois vecteurs dans un repére orthonormé direct est donné par :

[a, 5,5} — det (a, b, 5)
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Chapitre 17

Le cercle

17.1 Equations d’un cercle

Définition 17.1.1. Un cercle est 'ensemble des points du plan situés a la distance r (r < 0) d’un
point Q(zo;yo)- 2 est le centre du cercle et r est le rayon.

Me~(Q,r) & [|QM|| =7

(x — x0)* + (y — yo)* = r?

C’est ’équation cartésienne de v(£2,7), et
(x)z(:m)_'_(rc?Slt)’teR
Y Y0 rsint
sont les équations parameétriques.
En développant I’équation cartésienne on a :
a4+ y? — 2amo — 2yyo + x5 +yp — 1> =0
ou, plus généralement, si a # 0 :

ax? + ay® + 2bx + 2cy +d =0
b2 c\2 b2+ c? —ad
DY () (e
a a a
. . . , b ¢ ¥+c2—ad ,
qui est I’équation d’un cercle v de centre 2 ( ——; —— ] et de rayon {/ ————— (b +c” —ad > 0).
a  a a

17.2 Tangentes au cercle

ou

17.2.1 Tangente en un point 7" de

Soit v un cercle de centre (zg;yp) et de rayon r, et ¢ la tangente & v en T. Si M est un point
courant de ¢
— — 9
QM - QT =r
est I’équation vectorielle de ¢. On obtient ’équation cartésienne :

t: (z—xo)(xr — 20) + (¥ — o) (yr — o) —r* =0
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CHAPITRE 17. LE CERCLE

17.2.2 Tangentes au cercle de direction donnée

L’équation des tangentes est donné par :

17.2.3 Tangentes a v issues d’un point P externe au cercle

Méthode pour obtenir I’équation des tangentes & ~ issues de P :

— recherche de la polaire p de P par rapport & v (p : xzp + yyp — r? =0)
- pN~y=T,T

- t=(PT),t' = (PT")

17.3 Poles et polaires

Définition 17.3.1. Soient v un cercle d’équation 7 : (z — 20)? 4+ (y — y0)? — 72 = 0 et P(xp;yp),
avec P # Q. On appelle polaire de P par rapport a « la droite p d’équation
p: (@ —z0)(zp —z0) +y—yo)(yp — o) — > =0
obtenue par dédoublement de ’équation de ~.
P(zp;yp) est le pole de P par rapport a vy

Remarque 17.3.1. Tout point P distinct du centre {2 de v admet une polaire par rapport a ~, et
toute droite ne passant pas par le centre {2 de v admet un pdle par rapport a ~.

17.3.1 Propriétés

1. Soit 2 le centre de cercle v, la polaire de P est perpendiculaire & QP.

2. Soit ¢ une droite ne passant pas par le centre €2 de v et P u point quelconque de q. La polaire
p de P passa par le pole Q) de q.

17.4 Puissance

Soient v(€2,7) un cercle de centre Q et de rayon r, M un point quelconque du plan et deux
sécantes s et s’ issues de M et coupant v et A, B et en A, B’.
. . —= i — . .
Le produit scalaire M A - M B est indépendant de la sécante : MA- MB = MA"- MB'; le produit
scalaire ne dépend que de M et de ~.
—_— — i
Remarque 17.4.1. MA - MB = d*> — 12, avec d la distance de M a € et r le rayon du cercle.

Définition 17.4.1. On appelle puissance de M par rapport a ~ le produit scalaire MA - MB. On
le note prr/y My = MA - MB.

— M a Vextérieur du cercle v < ppr/, >0

— M sur le cercle v < oy, =0

— M a T'intérieur du cercle v < o, <0

17.4.1 Calcul de p,;/,

—
Pry = d? —r? = |QM|]? — r? = (zar — 20)> + (ypr — y0)? — 72

On calcule la puissance de M par rapport & v en remplacant les coordonnées de M dans ’expression
de I'équation normalisée de vy (coefficients de 22 et y? = 1).
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17.5.

AXE RADICAL

17.4.2 Interprétation géométrique

Soit M a l'extérieur de cercle v, alors py;/, = MA-MB=DMA -MB=MA-MB = MT?, ou
T est le point de tangence de la tangente issue de M : oy, = MT?

17.5 Axe radical

Définition 17.5.1. Soient 71 et 2 2 cercles non concentriques (€; # Q2). On appelle axe radical
des 2 cercles v; et 72 ’ensemble des points du plan ayant méme puissance par rapport a 1 et vo.

Soit M (xar,yar) un point de ’axe radical de v; et v2. Alors

PM/y = PM/re

L’axe radical de v; et 2 est une droite dont 1’équation s’obtient par différence des équations
normalisées de 1 et 2.

17.5.1 Propriétés

1.

L’axe radical de 2 cercles v1(21,71) et ¥2(Q2,72) est perpendiculaire a la droite des centres
(Q1909).

Si 1 et o sont sécantes : y1 Ny = A; B alors A et B appartiennent & ’axe radical de v; et v

L’ensemble des points de 'axe radical de 2 cercles extérieurs a ces 2 cercles est le lieu des points
du plan d’ott peut mener des tangentes de méme longueur aux 2 cercles.

Les axes radicaux de 3 cercles pris 2 & 2 sont concourants.

17.6 Cercles orthogonaux

Soient I'y et I'y deux courbes se coupant en A. On appelle angle de I'; et I's en A I'angle ¢ de
leur tangente en A. Si ¢ = 7/2, I'; et 'y sont dites orthogonaux en A.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

les cercles 1 et o sont orthogonaux en A.
le triangle €1 Ay est rectangle en A.
r% + r% = d?, ou d est la distance entre les centres ; et Q.

- le/’yg = T% et pQQ/’Yl = T%'
Soient 1 (€21, 71) et y2(Q2, 72) 2 cercles donnés. Le lieu du centre des cercles (€2, r) orthogonaux
a 1 et 2 est 'ensemble des points de Iaxe radical v1 et 7o (extérieurs a v1 et 72).
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Chapitre 18

Courbes paramétrées

On appelle arc paramétré la donnée d’un intervalle I de R et d’une fonction f de I dans R? :

f:1I — R?

18.1 Fonction vectorielle

Soit 7(t) = ( z(t) >, t € I une fonction vectorielle définie dans un voisinage de ¢y € 1.

y(t)
Proposition 18.1.1 (Notion de limite).

. N oo i) .. . . o
tlir% T(t) =7 = < " ) 581 tan% x(t) =z et tlgg) y(t) = yo

Proposition 18.1.2 (Notion de continuité). 7(t) est continue en ty ssi z(t) et y(t) sont continues
en 1g.

Proposition 18.1.3 (Dérivée). 7(t) est dérivable et to ssi x(t) et y(t) sont dérivables et
a'(t) )
7 (t) =
0= i)
18.2 Quelques éléments d’étude des courbes paramétriques

1. Les symétries
(a) si z(t) est pair et y(t) est impair alors I admet Oz comme axe de symétrie.
(b) si z(t) est impair et y(t) est pair alors I' admet Oy comme axe de symétrie.
(c) si xz(t) et y(t) sont impaires alors I' admet 1'origine O comme centre de symétrie.

2. Points doubles, points multiples .
On dit que la trajectoire de 7(t) = OM/(t) admet un point multiple d’ordre k s’il existe
exactement k valeurs distincts de t € I : ) <to < -+ <t t.q M = M(t;) = M(te) =--- =
M (ty).
En pratique en recherche 'existence de points doubles : t1 # to,7(t1) = 7(t2); le nombre de
solutions obtenues nous donne la multiplicité k£ du point multiple.

73



CHAPITRE 18. COURBES PARAMETREES

3.

Points stationnaires
M (to) est un point stationnaire ssi 7 (ty) = 0.

. Branches infinies

On dit que la trajectoire de 7(t) = OM (t) admet une branche infinie au voisinage de to (to fini
ou infini) ssi

lim [|OM (t)]| = oo

t—to
Trois cas possibles (quand t — tg) :
(a) Siz(t) — a et y(t) — oo I' admet une asymptote verticale d’équation x = a;
(b) Si x(t) — oo et y(t) — b ' admet une asymptote horizontale d’équation y = b;

(c) Si z(t) — oo et y(t) — oo I' admet éventuellement une asymptote oblique d’équation
y =mz + h avec

m = tli)r?o o) et h= tli)r% (y(t) — ma(t))

(voir aussi le paragraphe Asymptotes dans la section 26.8.5, page 105).

18.3 Etude d’une courbe paramétrée

1. Domaine de définition ;

2. Parité, périodicité (recherche de symétries évidentes) ;
3.
4

. Dérivée;

Limites aux points frontiéres (recherche d’une éventuelle asymptote) ;

~ Zéros et signe de y/(t) et 2/(t);
— Zéros commun & y'(t) et 2/(t) (recherche des points stationnaires) ;

. Récapitulation sous forme de tableau de variation ;

6. Graphe;

7. Points doubles et symétries non évidentes (d’aprés le graphe).
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Chapitre 19

Etude élémentaire des coniques

19.1 L’ellipse

19.1.1 Définition

L’ellipse est un lieu des point du plan dont la somme des distances & deux points F et F’ est une
constante positive notée 2a (a > 0).
Les deux points F' et F” sont les foyers de l'ellipse; le centre  est le point milieu de FF".

Soient (0; €7, €2) un repére orthonormé du plan, F’'(—c;0) et F(c;0) (¢ > 0) les foyers de 'ellipse
et M (z;y) un point de ellipse. L’équation cartésienne de € est donné par :

2 2

a:ﬁ—k%—l:o, avec b? = a? — ¢

De méme on a I’équation paramétrique :

x acost
()= (). e

L’ellipse coupe I'axe des x en A(a;0) et A’(—a;0) et coupe I'axe des y en B(0;b) et B'(0; —b).
AA' est le grand aze de Dellipse de longueur 2a ;
BB’ est le petit aze de Dellipse de longueur 2b;
La distance entre les foyers F'F’ vaut 2c.

19.1.2 Parameétre et excentricité

On appelle paramétre de ellipse la longueur de la corde focale perpendiculaire au grand axe
(droite passante par un foyer et perpendiculaire au grand axe). On le note 2p :

_2n?
N a

2p

L’excentricité de D'ellipse est le rapport de la distance entre les foyers et la longueur du grand
axe. On la note e : .
e=—
a
Ce rapport mesure "laplatissement" de ’ellipse (si e = 0 Uellipse est un cercle).

Le parameétre et 'excentricité définissent ’ellipse :

p

a=—
1—e2
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et
b2 p2

T2

19.1.3 Equations sous forme élémentaire

2 2
Y _
g 3 —+ b72 1 0
2 2
T — ZQ Y —Ya
5t'ransl : ( CL2 ) + ( b2 ) - 1 = 0
Si on applique une rotation de £7/2 on obtient :
2 2
X Y _

2 2
T —IQ Q
Eltransl * ( b2 ) (y Y )

19.1.4 Tangentes et polaires
Tangente & un point de D’ellipse
Soit ¢ : b2x? + ay? — a?b? = 0 et T(z0;y0) € €. L’équation de la tangente t & € en T s’écrit
t: b2z + alyyo — a?b? =0
Remarque 19.1.1. La regle de dédoublement établie lors de I’étude du cercle reste valable pour
Iellipse.

Tangentes de direction donnée

Soit m la pente de la tangente. On a :

t:y—yo=m(x—xq)+Vb>+a*m?

si l'ellipse est de grand-axe horizontal et
t:y—yo=m(x—1xq)+Va+b>m?

Tangentes issues d’un point P extérieur

Soit Soit € : b2x? + a®y? — a?b? = 0 et P(xp;yp). Soient Ti(z1;y1) et To(xa;y2) les points de
contact des tangentes t; et to & € issues de P. Pour trouver les équations des tangentes on procéde
de la fagon suivante :

1. On cherche la polaire p de P par rapport & € par la régle de dédoublement ;
2. Ty; T =pNne;
3. tl = (PTl) et t2 = (PTQ)
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19.2. L’HYPERBOLE

Poles et polaires

Si P # ) la polaire p de P par rapport a € est la droite p dont ’équation s’obtient par la régle
de dédoublement.

Les propriétés des poles et polaire de I’ellipse sont analogues a celles des poles et polaire du cercle.

Directrices

Définition 19.1.1. On appelle directrices d’une ellipse les polaires des foyers.

Remarque 19.1.2. La distance analytique entre €2 et et la droite d est donné par x = % =2

Propriété géométrique : Soit M un point de l’ellipse ; le rapport des distance de M & F' et de
M a d est constant et est égal & I'excentricité e :

5(M, F)

——~=c¢

3(M, d)

Diameétres conjugués
Définition 19.1.2. Un diamétre d’une ellipse est une corde passant par le centre.

Définition 19.1.3. Deux diamétres d’une ellipse sont dites conjugués ssi les tangentes aux extrémités
de 'un sont paralléles & 'autre.

Propriété analytique : Soient £(a, b) une ellipse, d; de pente m; et da de pente mg deux diamétres
de €. Les deux diametres sont conjuguées ssi

Propriété géométrique : Soit M N un diamétre de ’ellipse ¢ ; le diamétre conjugué de M N est
le lieu des points milieux des cordes paralléles & M N.

19.2 L’hyperbole

Définition 19.2.1. L’hyperbole est le lieu des points dont la différence des distances & deux points
fixes F' et F’ appelés foyers est une constante positive notée 2a (a > 0).
Le point milieu de F'F” est le centre Q de ’hyperbole.

Soit (0; €1, €2) un repére orthonormé du plan. L’équation cartésienne de ’hyperbole de foyers
F(¢;0) et F'(—¢;0) (¢ > 0) est donnée par :
2 2
x
ﬁ—%q:o avec b = ¢? — a?
L’hyperbole coupe 'axe Ox en A(a;0) et A’(—a;0) (sommets de 'hyperbole) et ne coupe pas
I’axe Oy. L’axe Ox est appelé aze réel et 'axe Oy est appelé aze imaginaire.
Les deux asymptotes d’équation y = iga: se coupent au centre €} de ’hyperbole.
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CHAPITRE 19. ETUDE ELEMENTAIRE DES CONIQUES

19.2.1 Parameétre et excentricité

Comme pour 'ellipse, on définit le paramétre et ’excentricité de I’hyperbole.
— Le parameétre, noté 2p, est la longueur de la corde focale perpendiculaire & I'axe réel :

252
2p = —
a

— L’excentricité e vaut : c
e=—-—>1(c>a)
a

19.2.2 Equations sous forme élémentaire

Equation normale :

2 2

a b?

Translation :
(r—20)® (W—wa)® , _
3 — —1=0
a b2

Rotation (axe réel vertical) :

y? 22

YT _1=0

a b2

Rotation et translation : ) )
a? b2 a

19.2.3 Equation d’une hyperbole rapportée i ses asymptotes

Soit i) le vecteur directeur unitaire a I'asymptote y = — 2z : i) = < _ag/cc >

a

Soit iy le vecteur directeur unitaire a Uasymptote y = 2 : iy = < Z;z >

a

/
La matrice de passage de (€1, €3) a (i, uz) est P = < —al{/cc Z;g )7 d’ott ( '; ) =P ( 5, >
L’équation de I’hyperbole devient 42'y’ = c2.
Remarque 19.2.1. Une droite s coupe une hyperbole en P et () et ses asymptotes en A et B. Alors
AP = PQ.
On peut se servir de cette résultat pour construire par points et tangentes une hyperbole définie par
ses asymptotes et un point.

19.2.4 Tangentes et polaires
Soit H : b%2% — a®y? — a®h? =0

Tangente & H en T(z7;yr) (régle de dédoublement) : ¢ : b?z7x — a’yry — a’b?;
Tangentes & H de pente m t : y = mz + Va?m? — b?;

Polaire de P(xp;yp) par rapport & H : p: b’xpx — a’ypy — ab?;

Ll e

Tangentes & H issues de P :

— polaire de P par rapport & H ;
- pNH={T;T»}

- tl : (PTl) et tQ : (PTQ)
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19.3. LA PARABOLE

19.2.5 Directrices

Ce sont les polaires des foyers obtenues par dédoublement. Soit H : b®°z% — a?y?> — a?b?> = 0. On
ad:r= :t%.
Propriété géométrique

Soit M un point de 'hyperbole; le rapport des distances de M au foyer F' et de M a la directrice
d est constant et vaut e.

19.3 La parabole

La parabole est le lieu des points du plan équidistant d’un point F' (foyer) et d’une droite d
(directrice) donnée. L’équation cartésienne de la parabole est

y? = 2pz (p > 0)

L’origine O est l'intersection de la parabole et son axe de symétrie; on 'appelle sommet de la
parabole et on le note S.

19.3.1 Tangentes et polaires

Les notions de tangentes et polaires de la parabole sont analogues & celles de l’ellipse ou de
I’hyperbole.

Remarque 19.3.1. 11 n’existe qu'une seule tangente & la parabole de pente m donnée.

19.4 Définition générale d’une conique

Une conique est le lieu des points du plan dont le rapport des distances a un point F' (foyer) et
d (directrice) de la conique est constant.
La constante e est ’excentricité de la conique :
6(M, F)

MGC@MZG

L’équation de la conique de direction d = Oy, de foyer (F;0) et d’excentricité e > 0 est
(1—eHa? +y? —2fz1f> =0

~0<e<l1,doncl—e?>0
ef _

e
La conique est une ellipse de centre 2 L; 0 ) avec a = 7f et b=
1 —e? 1 —e2 1—e

~e=1,doncl—e?>=0

N [~

La conique est une parabole de sommet S ( ;0) avec 2p = 2f.
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—e>1,donce?—1<0
of po o
es—1 e —1

La conique est une hyperbole de centre {2 (—2f1; 0> avec a =
e —

19.5 Etude élémentaire des coniques - Résumé

19.5.1 Etude élémentaire de Dellipse

Grand axe horizontal

(x—xz0)* | (y—ya)
22 + B2 —1=0,a>b

Support de grand axe : y = yq, du petit axe : x = xq

Equation de P'ellipse :

Foyers : F(zq + ¢;yq et F'(zq — ¢ yq

Paramétre : 2p = %, excentricité : e = £ <1

Tangentes de pente m : y — yo = m(z — 2q) £ Vb2 + a?m?
Directrices : © = xq £ %

. N . 4 2
Diameétres conjuguées de pentes my et mg : mymg = —2—2

Grand axe vertical

R R
w afﬂ) L@ b;m) —1=0,a>b

Support de grand axe : x = xq, du petit axe : y = yo

Equation de ’ellipse :

Foyers : F(xzq;yq + c et F'(zq;yq — ¢
Parameétre : 2p = %, excentricité : e = £ < 1

Tangentes de pente m : y — yg = m(zr — zq) £ Va? + b>m?

. . S a2
Directrices : y = yo + ¢

. N . 4 2
Diametres conjuguées de pentes m; et mg : mymeo = ——‘;2

19.5.2 Etude élémentaire de ’hyperbole
Grand réel horizontal

_ 2 )2
Equation de I’hyperbole : (2 ;m) — (y beQ) —1=0,a>b
a

Axe réel : y = yq, axe imaginaire : x = xq

Foyers : F(xzq + ¢;yq et F'(zq — ¢;yq
Asymptotes : y — yo = :l:g(ac —xq)

N 2 . ey
Parameétre : 2p = %, excentricité : e = £ > 1

Tangentes de pente m : y — yg = m(x — zq) £ Va?m? — b2
Directrices : © = xzq £ %
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19.5. ETUDE ELEMENTAIRE DES CONIQUES - RESUME

Grand réel vertical

(y —yo)®  (z—zq)

a? b2
Axe réel : © = xq, axe imaginaire : y = yqo
Foyers : F(xzq;ya + c et F'(zq;yq — ¢
Asymptotes : y — glg =+3(z —z0)

Parameétre : 2p = =, excentricité : e = £ > 1

Tangentes de pente m : y — yqg = m(z — zq) £ vVa? — b>m?
Directrices : y = yo + “—02

Equation de I’hyperbole : —1=0,a>b

19.5.3 Etude élémentaire de la parabole

L’équation de la parabole est en fonction des coordonnées de son sommet S et de la valeur du
demi-parametre p = §(F, d)

Axe horizontal, concavité vers la droite

Equation : (y — ys)? = 2p(x — )
Foyer : F(xzs + 5;ys)

Directrice : ¢ = x5, — £

2
Axe :y =ys

Axe horizontal, concavité vers la gauche

Equation : (y — ys)? = —2p(x — )
Foyer : F(xzs — §;ys)

Directrice : x = x5 + %

Axe : y = ys

Axe vertical, concavité vers le haut

Equation : (z — 24)? = 2p(y — ys)
Foyer : F(xs;ys + 5)
Directrice : y = ys —
Axe : z = x4

p
2

Axe vertical, concavité vers le bas

Equation : (z — x5)? = —2p(y — ys)

Foyer : F(zsys — 5)
Directrice : y = ys + g
Axe:x = x4
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Chapitre 20

Etude générale des coniques

20.1 Changement de repére

20.1.1 Translation

On considére une ellipse centrée en Q(xq;yq), le grand axe est horizontal. Le changement de
—
repére (O, €1, €3) a (2, €1, €3) correspond a une translation de vecteur OS.
L’équation de lellipse b?z% + a?y’? — a®b? = 0 dans le repére (€, €1, &) s’écrit

V(x —xq)* + d’(y — ya)? — a®b> =0

dans le repére (O, €1, €3).
Remarque 20.1.1. La translation de I’ellipse transforme son équation en faisant apparaitre des termes
en x et y et en modifiant le terme constant.

20.1.2 Rotation

On considere une ellipse centrée & 'origine et le grand axe fait un angle 6 avec 'axe Oz. Le
changement de repére (O,é,€2) a (O, w7, Us2) correspond & une rotation d’angle . L’équation de
ellipse b?2"% + a?y’? — a®b? = 0 dans le repére (O, iy, iiz) s'écrit

b?(xcos@ + ysinh)? + a®(—zsinf + y cos 0)? — a?b? = 0

dans le repére (O, €1, €3).
Remarque 20.1.2. La rotation de centre O et d’angle 6 de Dellipse transforme son équation en faisant
apparaitre un terme en zy et en modifiant les coefficients de z2 et y2.

20.1.3 Cas général

On considére une ellipse centrée en Q(zq;yn) et le grand axe fait un angle 6 avec I'axe Ox. Le
changement de repére de (O, e, €3) a (2, i, Uz) correspond a la composée d’'une rotation de centre
——

O et d’angle 6 et d’une translation de vecteur Of) ou vice-versa.
L’équation de lellipse b?2"2 + a?y’? — a®b? = 0 dans le repére (€, iy, id2) s’écrit
Az? +2Baxy + Cy? + 2Dz +2Ey+ F =0

dans le repére (O, €, €2)
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CHAPITRE 20. ETUDE GENERALE DES CONIQUES

Remarque 20.1.3. Le terme en xy est la conséquence de la rotation, et les termes en x et y sont les
conséquences de la translation.
Cette équation peut s’écrire sous la forme matricielle en posant

x A B D
=1y et A= B C FE
1 D E F
L’équation s’écrit alors X!AX =0 :
A B D x
(xyl)| B C E y | =0
D E F 1

20.2 Notions sur les points a ’'infini

20.2.1 Introduction

Soit d une droite d’équation y = ax + b. On cherche & caractériser le(s) point(s) & l'infini de d a
laide de la pente m d’une sécante s d’équation y = max. {M} =sNd:a—m+ % = 0.
lima-m+-=0&m=a
T—00 xT

La pente m = a caractérise le point a I'infini de la droite d. On dit que d posséde un point a 'infini
dans la direction définie par m = a.

20.2.2 Points a l’infini et coniques

Le nombre de points & l'infini d’une conique caractérise le genre de la conique :
Pas de points a 'infini : genre ellipse;
Un point a l’infini : genre parabole;

Deux points a I’infini : genre hyperbole.

20.2.3 Conique en position particuliére

Soit C : Az? + 2Bxy + Cy? + 2Dz +2Ey + F =0 et s : y = ma.
2D+2Fx F

{M}y=Cns:A+2Bm+Cm’ + ———= + — =0.
X X
2D+ 2F F
Or lim |A+2Bm+Cm?+ 2222 L 2 0 A+ 2Bm + Cm? = 0.
T—00 T i

Le nombre de points a 'infini de C est égale au nombre de racines de ce trinome de deuxiéme
degré en m.

— B? — AC < 0 : pas de point a l'infini = la conique est de genre ellipse

~ B? — AC =0 : un point a l'infini = la conique est de genre parabole ;

— B? — AC > 0 : deux points a l'infini = la conique est de genre hyperbole.

: A B

Soit B = < B C
§ =det B= AC — B?. On a alors

— 6 > 0 : la conique est de genre ellipse;

— 6 =0 : la conique est de genre parabole;

— 0 < 0 :la conique est de genre hyperbole.

> la matrice des coefficients des termes du deuxiéme degré de C. On pose
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20.3. REDUCTION DE L’EQUATION D’UNE CONIQUE

20.3 Reéduction de I’équation d’une conique

On considére le cas § # 0 (coniques & centre).
Considérons la conique C : Az? +2Bxy+Cy? +2Dx+2Ey+ F = 0 par rapport au repére (O, €1, &).
20.3.1 Translation

L’équation de C dans le repeére (€2, €1, €2) no posséde plus de terme de premier degré en z et y.
On a :

Ax"4+2Ba'y/+Cy?+2(Arq+Byag+D)x'+2(Bro+Cya+E)y +(Arg+2Broya+Cyd+2Dro+2Eyg+F) = 0

Les coordonnés du centre €2 sont donné par le systéme

A B D Ta
B C E le
D
E

B

C
0
D
E
F

A D
B FE

et yo = — 3

Les coordonnées du centre 2 sont données par Cramer :

xQ =

1 A B

Soit k le terme constant de 'équation de C. Ona k== B C
0 D FE

En posant A =det A, on a k = ?

L’équation de la conique C dans le repére (£, €1, €2) s’écrit

A
Az + 2Bx"y + Cy? + 5= 0

20.3.2 Rotation

En faisant subir au repére (€, €7, €3) une rotation de centre €2, d’angle 6 de sorte que les axes
du nouveau repére (£, i, Uz) coincident avec les axes de symétrie de la conique C, I’équation s’écrit

alors

"2 12

A
+==0

+ Aoy ;

)\117

avec ' = 2" cos@ — 1’ sinf et vy = 2" sin @ + " cos 6.
On imposant le coefficient de z”y” soit nul, on obtient la valeur de 6 et la direction des axes de
la conique 7 et s :

2B 1-— 260 1 520
—-si A#C, tan260 = 1_C d’ott sinf = \/% et cosf = \/JFC%. On en déduit u;

et ﬁg.
Les coefficients de A1 et Ay sont donnés par

- A\ = A+ Btan0;
— A =C — Btan.
Remarque 20.3.1 (Formules de Viéte). On a
- M+t X=A+C;
~ M- XA=AC—-B*=§
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CHAPITRE 20. ETUDE GENERALE DES CONIQUES

20.4 Cas de dégénérescences

L’équation réduite de la conique dans le repére (§2;uy; ua) s’écrit
A
Alx”z + )\gy”2 + k =0 avec 3

1. Si sgn (A1) = sgn (A\2) = sgn (k) alors aucun couple (2”;y") ne vérifie cette équation. On parle
de conique imaginaire.
A
=0, donc A = 0 alors :
si 0 > 0 (conique genre ellipse), sgn (A1) = sgn (\z). Le seul couple (z”;y”) est (0;0); la
conique dégénére en un point (centre €2).
(b) si 0 < 0 (conique genre hyperbole), sgn (A1) = —sgn(A2). Alors on a
Ailz" = aly™ = 0 & (VIMl" + VIdely) (VM lz" + V]hely”) = 0

La conique dégéneére en un paire de droites concourantes passant par le cercle €.

2. si 35
(a)
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Troisiéme partie

Analyse 1
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Chapitre 21

Calcul algébrique

21.1 Identités algébriques

(a+b)? = a®=+2ab+ b

(a4+b+c)? = a®>+ b+ + 2ab + 2bc + 2ac
(a£b)?® = a®=+3ad%b+ 3ab® £ b
ad+b® = (axb)(a®F ab+b?)

21.2 Exposants et racines

sgn(a™) = { sgn(a) si n impair

1 si n pair

a\" a”
(ab)n — anbn’ e =—, (an)n — g™

b bn

n

a _ _ 1
anam _ an+m’ — an m7 a n_ -

a™ a™

(\"/a)n:a, Vab = /aVb, Q/CTZ({L/a)p:a%, \/132‘1’|
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Chapitre 22

Valeur absolue

r siz>0
o] = —x siz <0

22.1 Résolution de I’équation |z| = a
sita<0 =8S=0
lz]=a< |z =< sia=0 =S ={0}
sia>0 =S={-aa}

22.2 Résolution de I’inéquation |z| < a
r<a
|z| <a<|z| = et

22.3 Résolution de I'inéquation |z| > a

x> a
|z| > a < |z| = ou

x<a
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Chapitre 23

Fonction signe

Sur R* on définit la fonction signe, notée sgn, par :

+1sixz>0
—1siz<O

sgn(x) = {
23.1 Propriétés

Va#0, || =x-sgn(x) et x = |x| - sgn(zx)

V a,b € R*, sgn(ab) = sgn(a) - sgn(b)
YV a,beR", sgn ( ) ) - sgn(b)
| —z|=|z] VzeR

lzyl = |z| - |yl V 2,y €R
a? <b* & a| < ||

| +b] < la] +[b]
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Chapitre 24

Trindme de deuxiéme degré

24.1 Zéros du trindme de deuxiéme degré

Soit P = ax? + bx + ¢, avec a,b,c € R, a # 0. Posons A = b? — 4ac. Si
— A < 0 P n’admet pas de zéro réel ;

~ A =0 P s’annule en —b/2a;

— A >0 P admet deux solutions distinctes :

—b+ Vb2 —4dac
Tr19 = .
’ 2a

Soit P = ax®+bx+c, avec a,b,c €R, a # 0, A =b*>—4ac > 0, et x1,2 les deux racines distinctes
de P. Alors P = a(x — x1)(x — z2).

24.2 Formules de Viéte

Soit P = ax®>+bx+c, avec a,b,c €R, a # 0, A =b*>—4ac > 0, et x12 les deux racines distinctes
de P.
Alors :

— la somme des deux racines 15 vaut —b/a;

— le produit des deux racines 12 vaut —c/a;
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Chapitre 25

Suites de nombres réels

Qn

Une suite de nombres réels est une application de N* dans R :

a:N* — R

n +— a(n)=a,

est le terme générale de la suite et n est le rang de a,. La suite a1, as, ... se note {ay}.
— Une suite est majorée s’il existe M € Rt.q. Vn € N* a, < M.

— Une suite est minorée s’il existe N € R t.q. Vn € N* q,, > N.

— Une suite est bornée si elle admet un majorant ET un minorant.

— Une suite est croissante siVn € N* a,, < any1. Elle est strictement croissante si Vn € N* a,, <
Gpt1-

— Une suite est décroissante si V. n € N* a, > an41. Elle est strictement décroissante si V n €
N* ap > any1-

— Une suite est monotone si elle est croissante ou décroissante.

25.1 Opérations sur les suites

L Han}| = {lanl} : lai],laz|,. . ;
2. {ap} £{bn} ={an £ bn};
3. {an} - {bn} = {an - bn};

{an}_ Aan * .
4. {bn}—{bn},bn;ﬁOVneN ;

. Man} = {A} - {an}, donc on se raméne au n¥ 3.

ot

25.2 Limite d’une suite

Une suite {a,} converge vers une limite a € R si pour tout € > 0, il existe un rang N (¢) tel que

V' n > N(e),|an, — a|] < e. On écrit alors

lim a, =aoua, — a
n—oo

Une suite {a,} qui converge vers une limite a € R (Attention : co ¢ R) est dite convergente,

sinon elle est divergente.
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25.2.1 Quelques théorémes importants

Théoréme 25.2.1. Une suite convergente admet une limite unique.
Théoréme 25.2.2. Toute suite convergente est bornée. Attention : la réciproque est fausse !
Théoréme 25.2.3. Soient {a,} et {b,} deuz suites convergentes, a,, — a et b, — b. On a :

1. |an| — la| ;

Attention : |{ayn}| converge n’implique pas que {a,} converge;

2. aptb, >axb;

3. ap-b, —a-b;

4. ‘g—::%, siby, #0V n e N* et b#0.

Théoréme 25.2.4. Soient {a,} et {b,} deux suites convergentes vers a et b. Alors s’il existe N € N*
t.q. ap <b,Vn>Nonaa<b.

Théoréme 25.2.5 (2 gendarmes). Critére de comparaison ou théoréme des 2 gendarmes.
Soient {an} et {b,} et {Sn} 3 suites telles que AN € N* t.q. V' n > N on a ap < Sy, < by,. Alors si

lim a, = lim b, =1
n—oo n—oo

on a
lim S, =1

n—oo

Corollaire 25.2.6. Corollaire du théoreme des 2 gendarmes. Soit {S,} une suite t.q. |[{Sn}|, alors
S, — 0.

Théoréme 25.2.7. Une suite monotone et bornée est convergente.
Corollaire 25.2.8 (1). Toute suite croissante et magjorée est convergente ;

Corollaire 25.2.9 (2). Toute suite décroissante et minorée est convergente.

25.3 Limite infinie

Une suite converge {ay} tend vers U'infini quand n tend vers l'infini ¥ A > 0,3 N(A) € N* t.q.
anp > AV n<N(A).

25.4 Suites récurrentes

Une suite {a,} est dite récurrente si elle est définie par son(ses) premier(s) terme(s) et si an11
est défini & l’aide des termes précédents.
Deux méthodes pour étudier ces suites et en calculer leur limite (éventuelle) :

1. On cherche le terme général de la suite (ce n’est pas toujours possible!) : on calcule les premiers
termes de la suite, on «devine» le terme général, et on démontre ce résultat par récurrence.

2. Soit {ay} définie par a,4+1 = ¢(ay) et a; donné. On démontre d’abord que la limite existe (on
démontre qu’elle est positive/negative, croissante/décroissante, majorée/minorée).

Or ap+1 = ¢(ay) et lim aqy1 = lim @(ay), d’ot a = ¢(ay).
n—oo n—oo

On détermine la limite a en résolvant I’équation a = ¢(ay,).

ATTENTION : L’existence de la limite est essentielle!!!
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25.5. LIMITE D’'UNE FONCTION

25.5 Limite d’une fonction

On dit que
lim f(z) =a

Tr—00

siVe>0,3MeRtq VaeMaecDgy)|f(x)—al <e.

Existence de la limite

lim f(z) existe ssi lim f(x) et lim f(x) existent et sont égales.
T—To Tz z—ad

25.6 Infiniment petits équivalents

Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage de xg telles que

lim f(z)= lim g(z) =0

T—T0o T—T0

On dit que f et g sont infiniment petits équivalents ssi

i TP 1 ou tim 4 4
5 (o) A 7 (@)
On écrit alors f ~ g (dans un voisinage de xg).
Dans un voisinage de xg on a :

—sinT ~ x;
2
xr~ .
- l—cosx ~ %5
— tanz ~ x.

25.7 Continuité
Une fonction f est continue en zq ssi

lim f(x) = f(x0)

T—T0

Cette définition comporte trois exigences :
1. f(zo) existe (xg € Dgef);
2. la limite existe (limite a droite = limite & gauche);
3. cette limite vaut f(zo).
f

Soient f et g deux fonctions continues en xg, alors |f|, f g, f - g, 5 et f o g sont continues en

xQ.
Soit f une fonction définie sur un voisinage pointé de xg. Si

lim f(z) =a

r—x0
existe, alors on peut définir une fonction f continue en x :

1 {f(l’)Six?éxo

I asir=ux
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Chapitre 26

Calcul différentiel

26.1 Généralités et définitions

Soit f une fonction définie dans un voisinage de xo € Dgef, et posons y = f(x). Le quotient des
différences, appelé rapport de Newton, vaut :

Ay flwo+Az) — flzo) _ f(wo + Ax) — f(=o)

Az (o + Ax) — x9 Az

Or ﬁ—i = tan « est la pente de la sécante passant par (xo; f(z0)) et (zo + Az; f(zoAx)).

On faisant tendre Az vers 0 aussi Ay tend vers 0. D’ou la définition suivante :

Définition 26.1.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage de g € Dger. On dit que f est
dérivable en xg si

lim f(zo + Ax) — f(x0)
Az—0 Ax

existe. Cette limite est notée f’(zg) et on l’appelle le nombre dérivée de f en zg .

Si f est dérivable en z, alors f est continue en z( (attention : la réciproque est fausse!).

26.2 Regles de dérivation

(f £9) (2) = f'(2) £ g'(2)

) (@) = Af (@)
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26.3 Dérivées des fonctions usuelles

(") =n-u"t W
/
Va = 235
/
Vi
ul" = sgn(u) - o'
1 med
um  ymt

1
Inful) = — o/
(1nful) = =

1
1 ' o
(log, [ul) = ~—— -u

(sinu) = cosu -/

(cosu) = —sinu -/

/

(tanu) = = (1 + tan? )

cosu
/
(cotu) = — 'u2 = —u' (1 + cot® u)
sin® u
!/
(arcsinu)’ = .
V1—u?
!
arccosu) = ————
( )
V1—u?
!/
w
tanu) =
(arctan u) 2
sinhu)’ = coshu - v’
( )
coshu) = sinhz -/
( )
/
u
(tanhu) = e u' (1 — tanh?u)
!/
(cothu) = L S (1- coth? u)
sinh? u
(argsinhu) = v
u?+1
u/

argcoshu) = ———

(arg ) -
U

tanhu) = ——

(arg tanh u) T2

!/

thu) = — 4
(arg cothu) T2

26.4 Différentielle et approximation linéaire
On appelle différentielle de la variable indépendante z, notée dz, la quantité dz = Az. On appelle

différentielle de la variable dépendante y, notée dy ou df, la quantité définie par

df est une fonction linéaire de dzx.

De la définition on peut déduire que

df = f'(xo) - dzx

f(xo+h) = f(xo) + h- f'(x0) + h-r(h)

Pour h suffisamment petit, h - r(h) est négligeable et on a ’approximation suivante :

f(zo+h) =~ f(zo) +h- f(xo), ou h- f'(xo) = df
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26.5. FONCTIONS IMPLICITES

26.5 Fonctions implicites

Considérons I'équation 22 + y2 + sin(zy) = 0. Cette équation définit une relation entre x et .
Cette relation porte le nom de fonction implicite de y par rapport a x.

On ne sait pas résoudre y par rapport & x pour obtenir une fonction explicite y = f(z).
Pour obtenir la quantité y' = % on dérive les deux membres de ’équation par rapport & x, en

considérant y comme fonction de x :

22 + y cos(zy)
3y? + x cos(xy)

2z + 3y*y’ + cos(zy) - (y+azy) =0y =

26.6 Fonctions paramétriques

Si la relation entre = et y est décrite & I'aide d’un paramétre t € R on parle de fonction paramé-

F:{ xr = x(t)

trique :

y=y(t)
La courbe I ainsi définie peut étre interprétée comme la trajectoire d’un point matériel, dans le

plan, en fonction du temps. Supposons que x = z(t) et y = y(t) sont dérivables par rapport a ¢ :

— 4z 9¢crit i(t) et correspond a la vitesse de 1'abscisse ;

- % s’écrit §(t) et correspond a la vitesse de 'ordonnée.

Cherchons la pente m de la tangente a I" en un point P (zo;yo), avec z = x(to) et y = y(to) :

_ Y

m
dz | p

et a la limite on a

dy _ y(t)
/ e
y(w) dr  z(t
d’ot1 '
dy| _ )
m = = =
dr|p  @(t) |y,

26.7 Théoréme de Rolle et des accroissements finis

Soit f continue sur I = [a;b] :

1. f est bornés sur [ ;

2. L’image de I par f[f(I)] est un intervalle de I ;

3. f atteint sa borne inférieure m et sa borne supérieure M (I = [m; M]);

4. Sirel,dxg € [a;b] t.q. f(zo) =7.
Théoréme 26.7.1 (de Rolle). Soit f une fonction continue sur [a;b] dérivable sur ]a;b| et telle
que f(a) = f(b) =0. Alors Fxo €la; b t.q. f'(xo) = 0.
Théoréme 26.7.2 (des accroissements finis). Soit f continue sur [a;b]. Alors 3zg €]a;b] t.q.

f(0) — f(a)

f'(wo) = b—a
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26.8 Variation locale d’une fonction

26.8.1 Croissance, décroissance

Théoréme 26.8.1. Soit f : Dgey — R une fonction dérivable sur un intervalle I :
1. si f'(x) >0V x €I alors f est strictement croissante sur I ;
2. si f'(x) <0V x €1 alors f est strictement décroissante sur I ;

Remarque 26.8.1. La réciproque est fausse!

26.8.2 Extrema

Définition 26.8.1. Soit f : Dg.y — R une fonction et ¢ € Dgey.
— On dit que f(c) est un maximum local de f si il existe § > 0 t.q.
f(x) < fle)Vxele—0d,c+ 0[MDgey;
— c est un maximum global de f si f(z) < f(c) V o € Dgey
— On dit que f(c) est un minimum local de f si il existe § > 0 t.q.
f(x) 2 f(c) Vo G]C_ 5’C+6[ﬂDdef§
— c est un minimum global de f si f(z) > f(c) V o € Dges
Théoréme 26.8.2. Soit f : Dgey — R une fonction dérivable en xg € Dges. Si f(xo) est un
extremum de f alors f'(xq) = 0.

Remarque 26.8.2. La réciproque est fausse!

Théoréme 26.8.3. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I, et f dérivable sur I
sauf peut-étre en xg. Alors f admet un extremum en xo ssi f'(x) change de signe en xg

Remarque 26.8.3. Attention :
1. f(xg) extremum de f % f'(z¢) =0;
2. (o) =07 f(xp) extremum de f.

Remarque 26.8.4. L’abscisse xy des extrema de f sont a rechercher dans les situations suivantes :
— aux bornes (éventuelles) du domaine de définition ;
— les g € Dgey t.q. f/'(xo) n’existe pas (xg € Dy mais zo & D)
—les zg € ]Ddef t.q. f’(.CC[)) =0

26.8.3 Autres points remarquables

Définition 26.8.2. Soit f : Dg.; — R une fonction dérivable (éventuellement a gauche ou a droite)
en zg € Dges et f/(z0) =0 (f'(zo-) =0 et f'(xg+) = 0), alors f admet en o une tangente (demi-
tangente) horizontale.
Définition 26.8.3. Soit f : Dg.; — R une fonction continue sur I, dérivable sur I sauf en zg € Dgc.
Si

lim f'(z¢) = +o0

r—x0
alors f admet en xy une tangente (demi-tangente) verticale.

Définition 26.8.4. Soit f une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur I sauf en z( € I.
Si f est dérivable & gauche et a droite de xg, f'(zg-) # f'(z¢+), alors f admet un point anguleux
en .
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Remarque 26.8.5.
Si lim f'(z) existe alors lim f'(z) = f'(zo-)

Z‘—’IO_ Z‘—’IO_

Si lim f'(z) existe alors lim f'(z) = f'(x¢+)
T—T(+ T—Tot

Donc plutdt que de calculer les nombres dérivés & gauche et a droite de zg, on calcule les limites &
gauche et a droite de f'(x).
Cas particulier : Soit f continue sur I et dérivable sur I sauf en g € I. Si

lim f'(x) = +o0

T—T0

et f’(x)change de signe en xg, alors on dit que f admet un point de rebroussement en .

26.8.4 Convexité, concavité, points d’inflexion

Définition 26.8.5. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert [ telle que f'(z) IV x €I :
1. Si f"(x) > 0Vx € I, alors f’(x) est strictement croissante sur I. On dit que le graphe de la
fonction f est convexe (concavité tournée vers les y positifs).
Les tangentes sont en-dessous de la courbe.
2. Si f"(x) < 0Vx € I, alors f'(z) est strictement décroissante sur I. On dit que le graphe de la
fonction f est concave (concavité tournée vers les y négatifs).
Les tangentes sont au dessus de la courbe.
Définition 26.8.6. Soit f continue sur I et telle que f”(z) existe sur I sauf peut-étre en x¢ € I.
Alors (zo; f(x0)) est un point d’inflexion de f si le graphe de f change de concavité en xg
(changement de signe de f”(x)).

26.8.5 Asymptotes

1. Soit f: Dy — R, o € Dy mais f définie sur un voisinage pointé de g (éventuellement voisinage
a gauche ou a droite de xg).
La droite verticale d’équation x = zy est un asymptote verticale de f ssi

lim f(z) = o0

T—T0

2. Soit f une fonction définie sur un voisinage de Uinfini. La droite horizontale d’équation y = yo
est un asymptote horizontale de f ssi

lim f(z) = yo

T—00

3. Soit f définie sur un voisinage de l'infini telle que

lim f(z) =00

r— 00

La droite d’équation y = ax + b est un asymptote oblique de f ssi
lim [f(z) — (ax +b)] =0
T—00

Voici comment recherche une éventuelle asymptote oblique : supposons que y = ax + b est
I’équation d’une asymptote de f. On a :

lim f(z) =

r—00 I
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(a) si
lim M

r—0o0 I

=a€R

on dit que f admet une direction asymptotique. On peut poursuivre la recherche de
I’éventuelle asymptote :
lim [f(z) —ax] =0

Tr—00

lim [f(x) —azx]=be R

r—00
alors f admet une asymptote d’équation y = ax + b.
ii. si
lim [f(z) — az] = o0
r— 00

. . . . 1
on dit que f admet une branche parabolique de pente a ou de direction v = ( )

(b) si
lim f(z) =

r—00 I

on dit que f admet une branche parabolique d’axe vertical.

26.8.6 Schéma de I’étude compléte d’une fonction

1. Domaine de définition (Dy);
2. Parité, périodicité (restriction éventuelle de Dy);
3. Domaine de continuité de la fonction (étude des discontinuités) ;
4. Zéros et signe de f (éventuellement) ;
5. Valeurs limites aux points frontiéres de Dy ;
6. Asymptotes éventuelles;
7. Dérivée f’, Dy, zéros et signe de f', croissance, extrema, points remarquables
8. Points d’inflexion (éventuellement) ;
9. Récapitulation sous forme de tableau de variation;
10. Graphe.
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Chapitre 27

Polynémes

27.1 Généralités

Définition 27.1.1. Un polynoéme en z est une combinaison linéaire des puissances positives entiéres
de x :

P(:U):a0+a1x+agaz2+-'-—|—anm”, neN

— Le degré de P(x) est la plus haute puissance de x; on le note deg(P) ;

on a : deg(P + Q)< sup(deg(P), deg(Q)) et deg(P - Q) = deg(P)-deg(Q).

— Le polynéme nul noté 0 est le polynéme dont tous les coefficients sont nuls. Par convention
deg(0) = —o0.

— Deux polynomes P et @ sont égaux ssi deg(P) = deg(Q) et si les coefficients des termes de
méme puissance sont égaux.

27.2 Divisibilité, PGCD

27.2.1 Division euclidienne
Théoréme 27.2.1. Soient P et D deux polynéomes (D # 0). Il existe deuz polynomes Q et R tels
que P =D -Q + R, avec deg(R)<deg(D). Cette décomposition est unique.

Remarques :
— Si R(z) = 0 alors on dit que D est un diviseur de P
— Un polynéme de degré 0 (polynome constante ag) divise tout polynéme P :

1
P:a0-<-P)—|—O
ap

— Tout polynéme P divise le polynéme nul : 0 = P -0+ 0.

Proposition 27.2.1. Soient P et T deuz polynémes; si D divise P et T alors, pour tous polyndmes
A et B, D divise AP + BT.

Proposition 27.2.2. Soient P et T deuz polynéomes (T # 0) et P =T - Q + R le résultat de la
division euclidienne de P par T. Alors tout diviseur commun de P et T est un diviseur commun de
T et R et réciproquement.
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27.2.2 PGCD et algorithme d’Euclide

Définition 27.2.1. Soient P et T deux polynémes non tous les deux nuls. On appelle plus grand
commun diviseur de P et T et on écrit PGCD un polynéme D tel que :

— D divise P et T (diviseur commun) ;

— si D' divise P et T alors D’ divise D (c’est le plus grand).

Remarques :

— Si D est un PGCD de P et T alors AD est aussi un PGCD de P et T';

— Siun PGCD de P et T est une constante, on écrit PGCD(P, T')=1 et on dit que P et T sont
premiers entre-eux ;

— Si T divise P alors PGCD(P, T)=T'; si P # 0 alors PGCD(0, P)=P.

27.2.3 Recherche du PGCD

La recherche du PGCD de deux polyndmes P et T' se base sur la deuxiéme proposition et s’effectue
a l'aide de l'aide de I’algorithme d’Euclide :

P = T-Qi+Ri, deg(Ry) <deg(T)
T = Ri-Q2+ Ry, deg(R2) < deg(R)
Ri = Ry Q3+ Rs, deg(R3) < deg(R2)
Rnf2 = Rnfl . Qn + Rn

L’algorithme d’Euclide prend fin lorsque R, = 0.
Alors PGCD(P, T) = PGCD(T1, R1) = PGCD(Ry, R2) = --- = PGCD(R,,—1, 0) = Ry—1.
Le PGCD de P et T est le dernier reste non nul de I’algorithme d’Euclide.

Remarque 27.2.1. A chaque étape de 'algorithme, on peut remplacer un polynéme par son polynéme
unitaire.

Théoréme 27.2.2. Soient P et T deux polynémes et D le PGCD de P et T ; alors il existe deux
polynémes A et B tels que D = AP + BP

On obtient les polynémes A et B en "remontant" l’algorithme (on suppose que R4 = 0) :
Ry = Ri— RyQ3=
= R —(T—-RiQ2)Q3 =
= Ri(l+Qa@s) ~ TQs =
= P(14Q2Q3) +T(—Q1 — Q1Q2Q3 — Q3)

I[ci A=14+Q2Q3 et B=—0Q1 — Q1Q20Q3 — Q3.

27.3 Décomposition des polynémes en facteurs irréductibles

Théoréme 27.3.1. Tout polynéme P réel (respectivement complexe), deg(P)>0, peut étre décomposé

en P =P - Py? ... P avec p; polynome irréductible dans Rlz] (ou Clz]) et n; € N*.

27.3.1 Fonction polynémiale

Définition 27.3.1. On appelle racine ou zéro d'un polynéme P tout nombre « (réel ou complexe)
vérifiant P(a) = 0.
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27.3. DECOMPOSITION DES POLYNOMES EN FACTEURS IRREDUCTIBLES

Proposition 27.3.1. le reste de la division d’un polynéme P(x) par (x — ) est égal ¢ P(«).
Définition 27.3.2. Soit P un polynome. On a :
[ est une racine] < [(x — «) divise P)|

On obtient Q(z) quotient de la division de P(z) par (x — «) a l'aide de la division euclidienne
ou plus simplement & I’aide du Schéma de Horner :

anp, Ap—1 Ap—9 s ap
o 1 o - by a-bp—1 - o - by
bn / bnfl /‘ bn72 /‘ bl / bO

Définition 27.3.3. On appelle multiplicité d’une racine o d’un polynoéme P, I’entier positif k& € N*
vérifiant la double condition (z — a)* divise P et (z — a)**! ne divise pas P.

Remarque 27.3.1. Si « est une racine de multiplicité k de P alors
P(a)=Pl(a)=---=P1la)=0

27.3.2 Décomposition d’un polyndéme en facteurs irréductibles dans C|z]

Théoréme 27.3.2. Tout polynéme P € Clz|, non constant, a au moins une racine compleze.

Corollaire 27.3.3. Un polynéme P, € C[x] de degré n a exactement n racines complexes distinctes
ou confondues

Corollaire 27.3.4. Les polynomes irréductibles de Clz| sont les polynomes de premier degré de C|x].

Corollaire 27.3.5. Formules de Viéte :

an—1 1an—1
oriar gt oy =— = (1) —
(27 (79
2 an—2
oyianaz+ -+ apa, = (—1)——=
(79)
ao
. S n
Op ooy, = (=1)"—
Qp,

27.3.3 Décomposition d’un polyndéme en facteurs irréductibles dans R|z]

Théoréme 27.3.6. Soit P(z) € R[z]. Si « est une racine complexze de P alors & est aussi racine de

P.

Théoréme 27.3.7. Soit P(z) € R[z]. Si a est une racine compleze de multiplicité k de P alors @
est une racine de multiplicité k.

P(z2) = apz"+- - -+a1z+ap peut étre décomposé dans C[z] en n facteurs irréductibles de premier
degré :

P(z) = an(z — 1) -+ (2 = ap)™ (2 = B1) (2 = B)" -+ (2 = By (2 — Bp)"
aveco; ER, B e C—R, kjetl; e N“et ki +---+k,+2(1 +---+ ;) =n.

(z—B)(z—B) =22 —2Re(B)z + |B)> € R[z], ot 22 — 2Re(B)z + |B]*> € R[z] est un polynome
réel de deuxiéme degré sans racines réelles.
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Remarques :

1. Les polynomes irréductibles de R[z] sont les polynomes de premier degré et les polynomes de
deuxiéme degré sans racines réelles.

2. Un polynome réel de degré impair a toujours au moins une racine réelle et il y en a un nombre
impair.

3. Un polynoéme réel n’a aucune racine réelle ou en a un nombre pair.
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Chapitre 28

Calcul intégral

28.1 Intégrale indéfinie

28.1.1 Deéfinition et généralités

Définition 28.1.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On appelle primitive de f une
fonction F' dérivable sur I telle que F'(z) = f(z) Va € 1.

Théoréme 28.1.1. Soient f définie sur I et F' une primitive de f. Toutes les primitives de f sont
de la forme F(x)+C ou C € R .

Définition 28.1.2. Soit f une fonction définie sur I ; on appelle intégrale indéfinie de f I’ensemble
de toutes les primitives de f.
Notation

L’intégrale indéfinie de f se note

/f(a:) dx

ou [ est le signe d’intégration, f(z) l'intégrant et x la variable d’intégration.
Or

Intégrale indéfinie de f = primitive particuliére + constante arbitraire

donc

/f(x)da::F(x)—i-C

Conséquences
1. [f(x)dz = f(z)+C;
2. [[ flx)da] = f(x)

Propriétés de linéarité
[ @+ 9@ do = [ f@)do+ [ o) ds
/)\f(ac)dm = )\/f(x)dx AeR
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28.1.2 Quelques intégrales indéfinies

oy

=In[f(z)|+C

/adac:am—i-C’

xr—l—l
/:Urd:n— + C,
r+1

reR—{-1}

/1dx:1n\x]+0
x

/dx—— e
/ﬁd:czg:m/z?%—C
/ dr =2z +C

—dm— +C,n#1

(n— 1)x"‘1
/lnxdx =z(lnzx—-1)+C

/loga xdr = z(log, x — logee) + C

ad — bc

In|cx +d|+C
cx+d c

/e‘rda::e"”—f—c
/a d:x———i—C
Ina

/sinxda:: —cosz +C

/ax—i—b aa:+b
dx =

/cos:cdx =sinx +C
/tanxd:c— —In|cosz|+C

/cotmdaczlnsin:c\ +C

/arcsinxdm =garcsine +vV1—-22+C
/arccosxdx = garccosz — V1 —x22+C

1
/arctan dxr = xarctanz — B In(1+ 2% +C

/sinhxdm =coshx +C
/coshxda: =ginhxz + C

/tanhxdac = In(cothz) + C

/ arcsinh x dz = rarcsinhz — V22 +1+C
/ arccosh dz = xarccoshx — V22 —1+C

1
/ arctanh x dr = x arctanh z + 3 In(1 -z +C

1
/siandw = §($ —sinzcosz) + C

1
/coszxda: = §(x—|—sinxcosx) +C
/tangxdx:tan:r—x—i-(}’

/cothda::—cotx—x—FC

/ dx—ln’tan ‘4—0
sin x 2

1
/ da;:ln’tan(z+z)’+0
CoS T 2 2

1
/.2 dxr = —cotx
sin® x

dx:/(1+tan2x)dx:tanx+0

/ 1
cos? x

Auteur: Samuel Robyr
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28.1.3 Recherche de primitives
Méthode basée sur ’observation

On regarde si l'intégrant est la dérivée d’une fonction connue ou la dérivée d’une fonction com-
posée connue.

— si f(z) = F'(z) alors [ f(z)dz = F(z)+
—si f(z) = [H (u(x))] = H (u(z)) - ' () alors [ f(z)dx = H (u(z)) + C

Intégration par parties

Cette méthode se base sur la régle de dérivation d’un produit de fonctions : (uv) = u'v + uv'.
En intégrant les deux membres on obtient :

/u/vdaz:uv—/uv/daz

L’intérét et la difficulté de cette méthode est de choisir u et v de sorte que [ uv’dz soit plus
simple a calculer que [u'vdx.

Intégration par changement de variable

Cette méthode consiste a changer la variable d’intégration en posant x = ¢(¢) pour transformer
Iintégrant de sorte qu’il soit plus facile & intégrer
Remarque 28.1.1. Le changement de variable doit étre réversible, donc ¢ doit étre bijective.

La difficulté de cette méthode réside dans le choix de ¢. Posons @ = ¢(t) pour calculer [ f(z)dx
Alors f(z) = f[p(t)] et dz = ¢'(t)dt , d’ou

[ r@do= [ 1lew)- ¢ 0

Soit H(t) une primitive de f [p(t)] - ¢'(¢) alors

/f Ht)+C=H[p (@) +C

28.1.4 Intégration des fonction rationnelles

Soit f(x) = gg g une fonction rationnelle. Si deg(P) > deg(Q) en effectuant la division euclidienne

de P par Q ! on peut se ramener & l'intégration d’une fonction rationnelle dont le degré du numérateur
est inférieur au degré du dénominateur :

R(z)

Remarque 28.1.2. deg(R) < deg(Q)

'P(z) = Q(z) - Qi(x) + R(x)
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Décomposition en éléments simples

Soit f(x) = ggg, avec deg(P) < deg(Q). On décompose cette fonction rationnelle en une somme
de fonctions rationnelles plus simples. Cette décomposition se fait en fonction de la décomposition
du dénominateur Q(x) en facteurs irréductibles dans R|x].

On suppose Q(x) unitaire. La décomposition de Q(z) en facteurs irréductibles dans R[z] donne :

Qz) = (. — 1) - (. — ) (2 + 2a12 + b))™ - - - (2% + 2ap + b)) ™

avec Iy + -+ 1 +mq+ - +my = deg(Q) et a? —b; <0, V1<i<k Alors f(z) = ggg peut

s’écrire :

f(x): () — 1,1 +...+¥l1l+...+¢+...+%+
Q(z) (z—a1) (z—a1)h (z — o) (x —ay)
n 2611,137 +e1 o 6211,m137 + €e1,m, -
22 + 2a17 + by (22 + 2a12 + by)™
dp1T + e . Akmy® + €km,y
22 4+ 2ax + by, (22 + 2agx + by )™+

Pour déterminer les coefficients de cette décomposition on utilise une des méthodes suivantes :
1. par identification des numérateurs des deux expressions;

2. aprés multiplication éventuelle des deux expressions par un polynome adéquat, on évalue les
deux expression avec des valeurs bien choisies de la variable.

Intégration des éléments simples

On se restreint aux fonction rationnelles dans lesquels les polynémes du deuxiéme degré appa-
raissant dans la décomposition du dénominateur sont tous de multiplicité 1.

P,
[ fiar = wis:
/xiadlen]x—od—i-c;

1 1
/dx: (z—a)""+ 0, n>1;

(x — )™ 1—n
ex+ f e 9 f—ea T—a
- | 5————dx =21 2 b) + ———— arct —_— .
/x2+2ax+b T =3 n(z* + 2ax + )+marc an<m>+C

Remarque 28.1.3. Pour intégrer cette fonction on commence par faire apparaitre au numérateur

la dérivée du dénominateur, puis on integre , qui donne une fonction arctangente.

22+ 2ax+0b

28.1.5 Choix de changement de variable

— Si l'intégrant est fonction de /1 — 22 (2 € [~1;1]) on pose x = sint,t € [-F; §] ou
x = cost,t € [0;7];

— Si l'intégrant est fonction de v/1 4 22 on pose x = sinht;

— Si I'intégrant est fonction de Va2 — 1 (z € R—] — 1;1[) on pose & = cosh .

Rappels
— cost =+/1—sin’t, t e 55515
)

— sint = V1 —cos?t, t € [0; 7]
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— cosht =+/1 —sinh?¢;
— sinht = /cosh?t — 1

28.2 Intégrale définie

28.2.1 Somme de Riemann et intégrale définie

Soit f une fonction définie et continue sur [a;b]. On considére le domaine du plan limité par la
courbe d’équation y = f(x), I'axe (Ox) et les deux droites verticales d’équation = a et y = b.
L’aire analytique de ce domaine est positive si f(x) > 0 et négative si f(x) < 0. On cherche a calculer
laire analytique de ce domaine. On partage lintervalle [a;b] de fagon arbitraire en n intervalles
[xk—_1;zk] avec xg = a et x,, = b. La somme

n

S, = Zf(tk)Axk, avec ty € [Tp_1; 7] et Azg = xp — T
k=1

représente la somme des aires analytiques des domaines rectangulaires. C’est une approximation de
I’aire cherchée, d’autant plus précise que les Axy, sont petits.

Définition 28.2.1. La somme S,, = Y f(tx)Axg est appelée somme de Riemann de f sur [a;b].
Cette somme dépend du partage de [a;b] et du choix des t; dans l'intervalle [zj_1;z].

Définition 28.2.2. Si pour n — oo tous les Az — 0 et si la limite de 5, existe indépendamment
du choix de xj, et des t, alors f est dite intégrale sur [a;b] au sens de Riemann et la limite est appelée
intégrale définie de f sur [a;b].

L’intégrale défini de f sur [a;b] est notée :

/abf(:v) dx

et mesure l'aire analytique du domaine cherchée :

b n
/ fa)de = tim [Z F(tr) Ay
a k=1

Théoréme 28.2.1. Tout fonction définie et continue sur [a;b] est intégrable sur [a;b] au sens de
Riemann.

28.2.2 AQuelques conséquences de la définition

1. /aaf(x)d:c:0

./abf(a:)dx+/bcf(x)dx—/acf(a:)dm
./abf(:c)dx:—/baf(a:)d:c

b b
./)\f(x)dx—)\/ f(z)dz, AeR

[\)

w

B

o

[ v o= [ s [ o
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b b
6. Sia<bet f(zr) < g(x)Vx € [a;b] alors / flz)dx < / g(z)dx

Remarque 28.2.1. Attention : la réciproque est fausse!
b b

[ twds| < [ 11@)] do
a a

8. Si f est paire alors flx)dx = 2/ f(z)dx
—a 0

7. Sia < balors

a
9. Si f est impaire alors fl@)de=0

—a

28.2.3 Théoréme fondamental du calcul intégral

Théoréme 28.2.2 (Moyenne du le calcul intégral). Soit f continue sur [a;b] ; il existe ¢ € [a; b
tel que

b
t/f@Mw=®—®'ﬂd

Théoréme 28.2.3 (Autre expression du théoreme précédent). Sia =z et b= xo+ h alors
30 € [0;1] tel que

xo+h
/ F(z)dz = h - f(zo + Oh)

zo

Théoréme 28.2.4 (Théoréme fondamental du calcul intégral). Soit f continue sur [a;b] ; on
consideére la fonction F définie sur [a;b] par

Flz) = / " Fydt

Alors F' est une primitive particuliére de f ; en d’autres termes

o[ 1o = @

Conséquences
1. Toute fonction continue sur [a;b] admet une primitive sur [a;b] ;

2. Soit G une primitive quelconque de f :

b
F(z) = / f(O)dt = G(z) + C

~Pourz=aonaF(a)=0= G(a)+C =0douC=-G(a)
~ Pour z =bona F(b) = [” f(t)dt et F(b) + G(b) + C = G(b) — G(a)
D’ou

b
/f@ﬁ=G@ﬁ:W@E
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28.3. APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INTEGRAL

28.3 Applications géométriques du calcul intégral

28.3.1 Calcul d’aire

Rappel Si f est de signe constante sur |a;b] on a

/a ' £(z) da

Remarque 28.3.1. Si xy €]a; b[ est un zéro (unique) de f alors

/;0 (@) dz /mzf(:c) do

Il est donc important de faire une esquisse du domaine & étudier.

A= ,a<b

A= +

I' est définie paramétriquement : Soit

z(t2) to
A= / ly(z)| d = / y(t) - o () dt

(t1) t1

Aire d’un domaine fini limité par deux courbes I'y et I'y :  Soient I'; : y = fi(z) et a1y =
fa(x). Trois étapes pour calculer 'aire de ce domaine :

1. Esquisse du domaine & étudier ;
2. Recherche des points d’intersection a et b des deux courbes;
3. Calcul de l'aire :

b
A= / fal@) — fi(@)] do

Remarque 28.3.2. Si a et b ne sont pas deux points d’intersection consécutifs, alors

b
A + / (fol) — fi(2)) da

o

/ " (falw) - fi(a)) de

D’ou I'importance de ’esquisse.
Remarque 28.3.3. Si les fonctions f et fa sont bijectives sur U'intervalle [a; b] alors on peut calculer
Paire du domaine par intégration par rapport a y de la facon suivante : I'y : @ = p1(y), I'a : © = 2 (y),
d’ou

A=

/jb (p2(y) — p2(y)) dy‘

Remarque 28.3.4. Si les deux courbes I'; et I'y sont définies par des relations implicites fi(x,y) =0
et fa(x,y) = 0 on détermine des fonctions explicites de la variable x ou de la variable y sur I'intervalle
adéquat.
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CHAPITRE 28. CALCUL INTEGRAL

28.3.2 Calcul du volume d’un corps de révolution

Considérons dans le plan (yOz) un domaine D limité par la courbe d’équation y = f(z). On
cherche a calculer le volume V' du corps engendré par la rotation de D autour de I'axe Oz.

Tout plan horizontal d’équation z = zg perpendiculaire & Oz coupe le corps de révolution selon
un disque d’aire A(zg) = 7f?(20).
On peut donner une approximation du volume cherché a I’aide de la somme de Riemann des volumes
élémentaires AV, oit AV c’est le volume d'un cylindre de base A(z) = 7f?(z) et de hauteur Az :
AV =1f%(2) - Az
Quand Az — 0, dV = 7f?(2)dz et

V:7r/:2 2(2)dz

28.3.3 Volume d’un corps de section d’axe connue

C’est une généralisation du calcul du volume des corps de révolution. On considére un corps dont
les sections par des plans paralléles & (zOy) sont connues. Dans le plan z = 2 'aire de cette section
vaut A(zp). Alors dV = A(z) dz et

22
V:/ A(z)dz

28.3.4 Longueur d’un arc de courbe

Soit f une fonction dérivable sur [x4,zpg| et T' la courbe d’équation y = f(z). On cherche a
calculer la longueur S de 'arc AB.

Soit (zg = xa,x1, -+ ,x, = p) un partage de l'intervalle [z4,zp] avec z_1 <z V1 < k <n
et soit P le/go\int I' d’abscisse xp,.

Soient P;_1 P; la longueur de l’arc de T" entre p;_; et P; et AS; la longueur du segment [P;_1; P;].
AS; est une approximation de ﬁ% d’autant plus précise que Az; est petit :

AS; = /(Axz;)? + (Ay;)? (Phytagore)

SH_ZASz_Z l—i—(Axl)sz
=1 =1
Sy, est une approximation de la longueur cherchée. Lorsque n — oo et Axy — 0 alors S, — S :

sz/f¢w@u4@>:Af]h+<ﬁ>3xzﬁfwyuﬂ@fm

Remarque 28.3.5. Si la courbe T' est définie parameétriquement alors dz = 2/(t) dt et dy = y'(t) dt
d’ou

s= [ Vwar+wora
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Chapitre 29

Relations trigonométriques

29.1 Relations entre les fonctions trigonométriques

sin:z:gza<:>{

cosmoza@{

T = xo + 2k7
T = —x0 + 2hT

29.3 Equations trigonométriques simples

k. h€Z.

T = xo + 2km
T =7 — To + 2h7

k,h € Z.

tanzg =a < r=x9+ kn, k € Z.

cotrg=a<sxr=x0+kn,k €Z.

121

sinz cos T
tanx = , cotx = —
cos x sin x
1 1
tanx = , cotx =
cotx tan x
tanx-cotz = 1
sin?z +cos’z = 1
1
1+ tan’z = 5
cos? x
1
1+cot’z = —
sin® x
29.2 Symétries
sin(—x) = —sinx sin(m —x) =sinz | sin(r 4+ ) = —sinz | sin(§ — ) = cosz
cos(—x) =cosx | cos(m —x) = —cosx | cos(m +x) = —cosx | cos(§ —x) =sinw
tan(—z) = —tanx | tan(r — ) = —tanx | tan(m + ) =tanz | tan(j —x) = cotx
cot(—x) = —cotx | cot(m —x) = —cotx | cot(m+x)=cotx | cot(j —x)=tanx
Application :
. T T
sm(g +z)= (5 — (—x)) = cos(—z) = cosx




CHAPITRE 29. RELATIONS TRIGONOMETRIQUES

29.4 Formules d’addition

sin 2«

cos 2

tan 2«

cot 2«

sin( £ 3) = sinacos + cosasin 3

cos(a¢ £ 3) = cosacos Fsinasin
t +t

tan(a £ 8) = ano *+ tan 8

1 Ftanatan g
cotacot B F1

cot(a = =
( 2 cot (3 cot
2 sin a cos 3
2 2 2 2 .
cos“a—sin“a=1—2sin“aa=2cos”a— 1 sin 2av
2tan o
2
1 Ftan“ o cos 20
cot2a—1
2cot a
29.5 Formules de bissection
sin «
) Oé) .
sin“ [ — = —(1—cos«
(3) = 31-cosa)
o 1 COS &
cos? (5) = 5(1+C080¢)
9 (a) 1 —cosa tan o
tan” [ — = —_—
2 1+ cosa
1
cot? (g) = ﬂ cot «
2 1 —cosa

1 + tan?

1 + tan?

1 — tan?

2tan o
1+ tan?a
1 —tan®
1+ tan2 o

2tan%

1 — tan?

D[R [o]R IR

2tan%

[\

—
|
-+
o
=

IR [olR IR

1 —tan
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Chapitre 30

Equations trigonométriques linéaires

On pourra résoudre les équations du type Asinpz + Bcospr = k.

Remarque 30.0.1. sin et cos ont le méme argument.

30.1 Meéthode 1

On transforme 1’équation sous la forme Asin px + B cos pz = C'sin(pz + ¢). On a :

Ccosq = A
Csing = B

C = +/A2+B?
d’oticosq = é
C
i B
sing = 5

Sous la condition k? < A% + B? on considére I’équation C'sin(px + q) = k a résoudre.

30.2 Méthode 2

On transforme 1’équation sous la forme Asin px + B cos pz = C'sin(pz — ¢g). On a :

Ccosq = B
Csing = A

C = /A2 B
d’oticosq = E
C
+ — A
sing = 5

Sous la condition k% < A% + B2 on considére 'équation C'sin(pz — q) = k & résoudre.
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CHAPITRE 30. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES LINEAIRES

30.2.1 Utilisation d’une variable auxiliaire

Soit a résoudre I’équation f(sinz,cosx,tanx,cot x) = 0 (Attention Dyey).
On rameéne I'équation a la forme polynomiale P(sinz,cosz) = 0.
A T'aide d'une variable auxiliaire on raméne cette équation a la forme P(z) = 0, ot 2 est la variable
auxiliaire réelle et P(z) =ag + a1z + -+ ap 2"

Le choix de la variable se fait selon les critéres suivants :

— si 'équation de départ est invariante lorsqu’on remplace x par (—z) on pose z = cosz;

— si ’équation de départ est invariante lorsqu’on remplace x par (7 — ) on pose z = sinx;

— si ’équation de départ est invariante lorsqu’on remplace x par (7 + x) on pose z = tanw,
T # 5+ kT

— dans les autres cas on pose z = tan 3.
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Chapitre 31

Relations dans les triangles

31.1 Théoréme du cosinus

& =a®+b> — 2abcosy

o 1+ cosa p(p— a) a+b+c
Cos— =4/ ——— =4{/——F, avecp= ————
2 V7 2 be VP 2

31.2 Théoréme du sinus

a b c

sina  sinfg  sinvy

On peut calculer aire du triangle : S = %ab sin~y. Ainsi :

a b c abe

sinaw  sin 3 - sin y Y

Soit I" le cercle circonscrit (rencontre des médiatrices) et r le rayon. On obtient :

abe _
45 "
Ainsi :

a b c abe

2T = = = = —
sina  sinf  siny 2§

et S = 2r?sin asin B sin

31.3 Aire du triangle et formule de Héron
On peut exprimer l'aire d’un triangle en fonction des cotes :
S=Vplp—a)lp—b)p-o)
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CHAPITRE 31. RELATIONS DANS LES TRIANGLES

ou p est le demi-périmeétre. D’ou :

s d — L rp—a)
2 be
an® = = b—c
2 be
o ® = b=
p(p —a)
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Chapitre 32

Fonctions trigonométriques inverses

32.1 Arc sinus

: . T
y = arcsinz < x = siny, avec x € [—1;1] etyE[ 5 2}
32.1.1 Propriétés

— arcsin (sinz) = z,z € [ g 1
[~1:1];

~ sin (arcsinx) = z,x €
— cos (arcsinz) = V1 — 2%,z € [-1;1];
— tan (arcsinz) = ﬁ,xé] 1;1[;

arcsin (—x) = — arcsin (z),z € [—1;1].

32.2 Arc cosinus

Yy = arccosr < x = cosy, avec x € [—1;1] et y € [0; 7]

32.2.1 Propriétés

arccos (cosz) = z,z € [0;7];
cos (arccosz) = z,x € [—1;1];

— sin (arccosz) = V1 — 2%,z € [-1;1];

— tan (arccosx) = 7%_”"2,.7: €]-1;1[—0;
— arccos (—z) = m — arccos (z),z € [—1;1].

On a aussi : -
arccos x + arcsinx = 5

32.3 Arc tangente

y = arctanz < x = tany, avec x € [—1;1] et y € [—g g}
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CHAPITRE 32. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES INVERSES

32.3.1 Propriétés

— arctan (tanz) = z,z € [-5;5];

— tan (arctanz) = z,z € R;

— cos (arctanx) = \/1:_7,.%]1%;

— sin (arctanx) = \/ﬁ?,wR;
— arctan (—z) = —arctan (z),z € R.
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Chapitre 33

Dérivées des fonctions trigonométriques

33.1 Dérivées des fonctions trigonométriques

sifx = cosx

cosx = —sinzx
1
tan'z = 14+tan’z = 3
COS* &
/ _ 2,
cotz = l+cot’z=———
sin® x

33.1.1 Cas ou Pargument est dérivable

sin[f(2)]] = cos[f()]- f'(x)
[cos[f(2)]]" = —sin[f(2)]- f'(x)
[tan [f(2)]] = [1+tan® [f(2)] - f'(2)

33.2 Dérivées des fonctions trigonométriques inverses

, 1 1
arcsin (z) = cos(arcsinz) /1 — 22
arccos'(z) = ! -
— sin(arccos x) V1 — 22
) 1 1
arctan’(x) =

1+ tan®(arctanz) 1+ 22
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CHAPITRE 33. DERIVEES DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES
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Chapitre 34

Fonction exponentielle et logarithmique

34.1 Fonction exponentielle

Soit a € R — 1, il existe une seule bijection R — R* notée exp, telle que :
— exp,(u +v) = exp, (u) - exp,(v)
- eXpa(l) = a

— si a €]0; 1], exp, est strictement décroissante

— si a €]1;00][, exp, est strictement croissante

La fonction exp, est dérivable et exp/,(z) = exp,(0) - exp,(z)

34.1.1 Propriétés
Soita € R} — 1, z,y € R. On a:

xX
r—y __
at Y =
a=1a'=0a,1"=1 a¥
a®* Y =% . ¥
_ 1
a == a®y = (aa:)y
a/l'

34.2 Fonction Logarithmique
Soita € R} — 1,z e R,y €R. On a:
y =log,z < x=d’

De plus
y = log, a® & a'%8® = g

34.2.1 Propriétés

Soit a,b € R} — 1, z,y € R%. On a :
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CHAPITRE 34. FONCTION EXPONENTIELLE ET LOGARITHMIQUE

log,1=0,log,a=1 log, (x) = loggx — logay
Y
log, (zy) = log, x +log, y log, ©° = zlog, ©
1 log, x
1 — )=~ 1 = —
08q (a:) 08a® ogy T log, b
34.2.2 Dérivée

On a:

1
]. /:7' /
(nful) = -

1
(log, [u])" = '

U
u-lna
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Chapitre 35

Fonctions trigonométriques
hyperboliques

35.1 Définitions

ex e_x : / _ o)
coshzr = +T’ (>0 Vz €R) (sinhu)’ = coshu - u
er —e " (coshu) = sinh - o/
!
U
tanhx = sinh z — e —1 (tanh U), = m =/ (1 — tanh? u)
coshz e2r -1
coshz €% —1 , oo, )
cothz = sinhz e 1 (cothu)' = T anila U (1 — coth u)
On a aussi :
coshz +sinhz = €
coshz —sinhz = e™®
cosh? z — sinh® x 1

35.2 Formulaire de trigonométrie hyperbolique

On pose t = tanh §. On a :

cosh(a+b) = coshacoshb+ sinhasinhb
T 1
h2Z = ——
cos 5 T
coshz = 2cosh? g
1 2
coshx = i
1—1¢2
sinh2z = 2sinhxcoshzx
cosh2z = 2cosh’z —1=2sinh?>z +1
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CHAPITRE 35. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES HYPERBOLIQUES

35.3 Fonctions hyperboliques inverses

35.3.1 Fonction argument sinus hyperbolique

y=argsinhx < 1z =sinhy
Vz € R,argsinh(sinhxz) =2 et sinh(argsinhz) ==z

1
argsinh’'z = ———
x?+1
argsinhz = In(z+ Va?+1),z€R

35.3.2 Fonction argument cosinus hyperbolique

y =argcoshr < x=coshy,z>1,y>0
argcosh(coshz) = z,x € [0;+00] et cosh(argcoshz) =z, x € [1;+00]

argcosh’'z = 271,:E>1
x_

argcoshz = In(z+vVa2—-1),z>1

35.3.3 Fonction argument tangente hyperbolique

y=argtanhrz << x=tanhy, -1<x<1l,yelR
argtanh(tanhz) =z, € R et tanh(argtanhz) =,z €] —1;1]

1
argtanh’'z = ﬁ,me]—l;l[
1 1
argtanhz = —In e ,—l<ze <l
2 11—z
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Chapitre 36

Croissances comparés : logarithmes,
puissances, exponentielles

36.1 Reégle de Bernoulli-I’'Hospital

On considére deux fonctions f, g : [a,b] — R, dérivables avec g(z) # 0 et ¢'(z) # 0V x €la, b|.
1. Si

. . 0 00
Jn 1(0) = i alo) =0 == (o )
alors
!
lim f(z) = lim f/(x)
r—at g(l’) z—at g (IL’)
si
/
@)
r—0+ g,(ﬂf)
existe.

2. On a I'énoncé précédent en remplagant * — a™ par z — b™.

3. L’énoncé reste vrai si a = —oco ou b = +00

36.2 Autres indéterminations

36.2.1 Indétermination du type 0- oo

On a

avec u(z) — 0 et v(x) — oo. On peut appliquer la transformation :

1/v(z)
v(z)
1/u(z)

8‘8 oo
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CHAPITRE 36. CROISSANCES COMPARES : LOGARITHMES, PUISSANCES, EXPONENTIELLES

36.2.2 Indétermination du type oo’

On a
(u(x))"™)

avec u(z) — oo et v(z) — 0. On peut appliquer la transformation :

In(u(z))’® = v(z) - Inu(z)

A transformer en % ou %

36.2.3 Indétermination du type 1*°

On a
(u(x))"™

avec u(x) — 1 et v(x) — 0o. On peut appliquer la transformation :
In(u(z))*® = v(z) - nu(z)

& transformer en 8 ou %

36.2.4 Indétermination du type 0°

On a
(u(z))"™

avec u(x) — 07 et v(z) — 0. On peut appliquer la transformation :
In(u(z))*® = v(z) - Inu(z)

N 0 fels]
a transformer en § ou 3¢

36.3 Croissances composées(logarithmes, puissances, exponentielles)

im % 0 vas>o0

z——4o0 ¢

lm z%lnz=0 Va>0
z—0t

|Inz|?

r——+00 €

=0VapAB>0

lim z%/Inz/® =0 ¥V a,8>0
z—0+t

IO{
lim — =0 Va>0,Va>1

z——+oo ¥

lim e® . 2%=0 Va>0

T——+00

(87

lim $——+oo VaeR 0<a<1

r—+o00 qT

lim P(z)-e P =0 YV polynome P(x)

r—-+00
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Chapitre 37

Nombres complexes

37.1 Forme algébrique ou standard des nombres complexes

37.1.1 Deéfinition

’z:m—i-iyouz::c—i-yi, avec i = —1, x,yeR‘

x est la partie réelle de z : Re(z); y est la partie imaginaire de z : Im(z).

Remarque 37.1.1. Tout complexe (non nuls) dont la partie réelle est nulle est dit imaginaire pur.
Remarquer aussi :

- z=0&z=0ety=0

—z=sr=0ety=19

37.1.2 Calculs

L’addition et la multiplication s’effectuent comme dans R ; on tient compte du fait i2 = —1.
Vzz2eCona:

~ (222 =22 £222 + 22

~ (z+2)(z—2") =22 - 2"
Remarque 37.1.2. (v —iy)(z +iy) = 2% — (iy)? = 22 — i? - y? = 2% + ¢/?

Ainsi des expressions non factorisables dans R le sont dans C.

37.2 Nombres complexes conjuguées
Définition 37.2.1. z = x — iy est le complexe conjugué de z = x + iy.

Donc z -z = 22 + 2, ot 22 + 9% € R, |z| = /22 + 92 est le module de z.

37.2.1 Application au calcul d’un quotient

Soit z = x 4 1y # 0, alors




CHAPITRE 37. NOMBRES COMPLEXES

37.2.2 Propriétés

1. Re(z) = 22 & 2Re(2)=2+72
Im(z) — 57 < 2ilm(z)=2 - Z

2.81zeR=Z2=2z;
Si z est un imaginaire pur < z # 0 et z+Z = 0. Notons que 0 est souvent noté & la fois comme
réel et comme imaginaire pur.

3. 2+2 =2+7

4. z- =722
1_1

5. =3

6. Si f est un polyndéme ou une fraction fractionnelle & coefficients réels, alors
f(zly"' 72:71) :f(717 7%)

37.3 Résolution dans C de az?2+ bz +c=0

az?+bz4+c=0,a#0,a,b,ceC

az’+bz+c = 0
& 4a%2% + 4baz + dac 0
& (2az+b)? = b —dac

On dit que 2az + b est racine carrée (au sens complexe) de b?> — 4ac. On a :

2az + b= +/b2 — 4ac

AN
-b + Vb?—4dac
z =
2a
Si A =b?—4ac < 0on a A = —|A| Péquation admette 2 racines complexes conjuguées :
e AVAVAN
B 2a

37.4 Complexe conjugué, module d’'un complexe

Soit z =z + iy et Z = x — 7y. On définit le module de z par

—
2| = [|OP| = va? + ¢

Conséquences :
2-Z2 = |z =2 +4%
lz| = |Z|, |2|=0&2=0;
lz- 2| = 2| 2], |2"|=|z]" Vn e N
z 2]

Remarque 37.4.1 (Inégalité triangulaire). La module de la somme n’est pas la somme des modules!
Ona:
|2+ 2| < |2] + |2/]

Auteur: Samuel Robyr 138 EPFL - CMS (Résumés)



37.5. CERCLE ET DISQUE DU PLAN C

37.4.1 Affixe d’un vecteur

Pour un point P on a :

— .
z:x+iy<:>P(x;y):>OP:<y>

/
Pour un vecteur PP’ on a :

e —_— —
PP = OP —-OP
z = z+1iy
2 = x/—i—iy/
P—ﬁ B < -z >

Y —y

— —_
Remarque 37.4.2. Soient z et 2’ deux complexes et P(z) et P’'(z') leurs images; OP et OP’ sont
les rayons vecteurs images correspondant. Pour avoir le vecteur image de la somme z + 2’ il suffit
d’appliquer al régle du parallélogramme.

37.5 Cercle et disque du plan C

VreRi,z2€Cona:
~ Y(z0,7) = {2z € C,|z — 29| = r} : cercle de centre (zy) et de rayon r;

— D(z9,7) ={2 € C,|z — 29| <r} : disque fermé de centre Q(z) et de rayon r;
— D(z0,7) ={2 € C,|z — 20| <r} : disque ouvert de centre Q(zp) et de rayon r;

37.6 Forme trigonométrique d’un complexe

Soient z = x + iy non nul et 6 = £ (Ox, OTD>
Onar=|z|=+22+y? x=rcosf et y=rsinfh. Dou z = r(cosfh +isinf), ou, plus simplement,
z=1r0].

0 est appelé 'argument de z, noté arg z.
Remarque 37.6.1. arg z est périodique : en fait arg z = 6 [mod 27].

Notation : la donnée de son module r et d’un des ses arguments 6 caractérise complétement un
nombre complexe non nul; on utilise donc la notation z = [r, 6]

37.6.1 Conséquences

Soit z = [r, 0] = r(cosf + isinf) et 2/ = [r',0]; alors Z = [r, —0] et —z = [r,0 + 7]
—z=ZetzZ A0 r=r'et =0 +2kr, kel;

—d=—zetzZ A0 r=r"et0 =0+ 2k+ 1)1, keZ;

zréel & z=0o0uarg z = km;

z>0«< 0=2kr;

- 2<0& 0= 2k+1)r,;

— z imaginaire pur < 2z =0 ou arg z = § + k7
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37.6.2 Forme trigonométrique et forme algébrique

Ve,y e R,0 R, r>0o0na:

r =22+ y?
) .. T = rcosf cosf) =2
— e T
x + iy = r(cosf + isinf) [r,@}@{ y = rsind sing — &
tanf = £

37.7 Produit de deux complexes
Soit Soit z = [r,0] = r(cos@ +isinf) et 2’ = [r',0'], zz' # 0. Alors

[r,0] - [, 0] = [rr',0 + ']

37.7.1 Puissances entiéres d’un complexe
2" = [r", nb]
De plus
"

12" = [2]"

arg z" = mnarg z [mod 27|

37.7.2 Quotient de deux complexes

Soit Soit z = [r, 0] et 2/ = [/, 0'], zz' # 0. Alors

z
De plus
1
Z " = [,—n&’]
TTL
| = 1
|2|™
arg 2" = —nargz [mod 27]
Conséquences :
(Zzl)m — Zmzlm
Zmzn — Zern

37.7.3 Formules de Moivre

Soit 2" = r"™(cosnf +isinnfh) = [r",nb]. On a :

’(cos@:tisin&)" = cosn@iisinn@‘

(cosf +isinf)™" = cosnb + isin(—nb)
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37.8. RACINE D’UN COMPLEXE

37.7.4 Evaluation d’un angle a I’aide des complexes

0 = arg <ZA>
ZB

20 — 2
0 = arg (Q P)
ZR — RpP
Si PRLPQ alors 2222 est lexe imaginai
i Q alors 2., ©st un complexe imaginaire pur.

. 2 2 2Q—2p .
Si PR || PQ alors est un nombre réel.
ZR—ZPpP

— —
Soit § = Z(OA, OB), alors

—_— —

Si 0 = Z(PR, PQ) alors

37.8 Racine d’un complexe

Soit z € C; w est une racine n-ieme (n € N*), notée w = 2'/™ ssi z = w™. Donc

1/n

w=z'"sz=uw", neN*

37.8.1 Expression des racines n-iémes

Soit z = r(cosf + isinf) = [r,0]. On cherche w € C t.q. z = w", avec n € N*.
— Siz=0on aw =0 comme unique solution ;
— Si z # 0 il existe exactement n racine n-iémes de z qui sont

0 + 2k 0+ 2k
wk:rl/”[cos< i 7T>—i—isin< + 7T>], 0<k<(n-1)

n n

On a aussi

, 0<k<(n-1)

37.8.2 Représentation graphique

Les n racines n-ieme de W = [r, 0] sont toutes de méme module /7.
Les images de ces complexes sont donc toutes sur le cercle O et re rayon {/r.

A partir de zg = H/F, %], on en déduit les autres solutions par rotation de centre O et d’angle 27”, de
I'image de zy. Les images des n racines z; = [{L/T", %], k=0,1,...,n— 1 forment un polynéme

régulier a n cotes inscrit dans le cercle de centre O et de rayon %

37.9 Polynéme et équation de troisiéme degré

37.9.1 Etude du polynéme de troisiéme degré (forme canonique)

Soit az® +bx? + cx +d =0 € Clx], a # 0. On pose P = az® + bx? + cx + d. Si on développe
selon les puissances de (x + g) on obtient

P= x—i—é + c—é x—i—é +2fb3—@+d
- 3 3 3 27 3
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Le terme de deuxiéme degré en (x + %) n’existe pas, par conséquent si on substitue x avec x — g
on peut considérer I’équation sous la forme

b2 265 b

3
=z +pr+qg=0av =
Q=x"+px+q avec p =c¢ 3

Si xg est solution de @) alors (:L'o — %) est solution de P.

37.9.2 Résolution de I’équation de troisiéme degré
Soit Q =23 +pr+q=0
— Si p> 0 Q admet une seule racine réelle (A = 4p3 + 27¢> > 0)
~ Si p <0 Q admet trois racines réelles (A = 4p3 + 27¢> < 0)

Détermination des racines

— Si p =0 la résolution est immeédiate.
— Sip# 0 on pose x = u+ v. L’équation devient

(u4v)® +plu+v)+q¢=0

En développant
uwd + 03+ (u+v)(p+3uw)+¢=0

On impose uv = —&, d’ot u? + 0% = —¢.
3
Or uv = —% (donc udvd = —g—;) d’ot u? et v? sont solutions de I’équation 22+ qz — ]2)—7
4p® + 274° , ,
Dot z12 = —% + % Donc les racines de Q s’écrivent x = ¥z1 + /22

37.10 Cas d’une seule racine réelle

Si A = 4p3 4 27¢% > 0 alors 21,2 € R, et 'unique solution réelle est donnée par

o= 2 1A el g 1A
1= 2 2\ a7 2 2Va7

T2 et x3 sont complexes conjuguées.

37.11 Cas des trois solutions réelles

37.11.1 Existence d’une racine réelle double (A = 4p? + 27¢* = 0)

Si A = 4p3 + 27¢% = 0 les trois racines sont réelles, dont une est double. La racine double est

donnée par zg = i/g; l'autre est 1 = —J/4p.

37.11.2 Trois racines réelles (A = 4p® + 27¢* < 0)
Rappels

cos30 = 4cos® 6 — 3cos b
sin30 = 3sinf — 4sin® 0
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Détermination des solutions réelles

Dans @ = 23 + px + ¢ = 0 on fait la substitution x = wcos (w # 0).
On a donc

w3C0839+prOSQ+q:0<=>C0830+%C089+%:0
w w

1 3
Or cos® 0 = 708 30 + 108 0, d’ou

1 3
1COS30+ (p+4>0059+£3—0

w2
p _ 3 ; 2 _ 4 — j4 4 ;
Il suffit de poser -5 = —%, soit w* = = (par exemple w = —5). pour que I’équation prenne
— 4 i — 34 /_3
la forme cos 30 = —_%, soit cos 30 = 5p 5

Or il y a trois racines réelles qui sont données facilement par

/ 2k
T = 2 —gcos <a—i—37r> k=20,1,2

37.12 Quelques fonctions complexes

37.12.1 Fonction inverse

Comme dans les réels on a w = f(2) et z = p(w).

37.12.2 La fonction z — z+a
Soient @ = ay +ias, z =x +iyet 2’ =2’ +iy. On a:

op= () ~or= ()= (1) ()

On a une translation de vecteur a.

37.12.3 La fonction z — kz, k€ R
Soient z =z +iyet 2/ =2’ +iy. On a:
2 =kz, keR
E forme trigonomeétrique on a :
z=[r;0] — 2 =[kr;0], k>0

On a une homothétie de centre O et de rapport k.

37.12.4 La fonction z — az, |a|=1, a # 1
Soit z = r(cosf +isinfd) on a :
z=r(cosf +isinf) — 2’ = az = 6(cos +isinp)

Sous forme matricielle on a :

O — < cosa —sina )O—]5

sina  cosa

EPFL - CMS (Résumés) 143

Auteur: Samuel Robyr



CHAPITRE 37. NOMBRES COMPLEXES

37.12.5 La fonction z — az, |a|# 1, a #0

Soit z = [r;0], a = [k;a] et 2 = [J; ¢]. Comme transformation géométrique on a une similitude
S(O; k; «). Sous forme matricielle on a :

O—]>3’:k( cosa —sina >(73

sinae  cos«

37.12.6 La fonction z — az + b

—Sia=1onaz— z+b (cas déja vu);
— Si a # 1 la transformation est une similitude :

o7 k(0 e )5p (5] acn

sina  cos«

37.13 La transformation de Mobius

Définitions

Soit la transformation de Moébius ou fonction homographique :

h:C — C
az+b y d
z — w= z 4 ——
cz+d’ c
avec a,b,c,d € C et ad — bc # 0.
Pour a=d=0et b=c=1 on obtient
I:z—w=-
z
qui est 'inversion.
-c=0
La fonction devient
b
w = %, d # 0 (par hypothesead — be # 0)
On a donc une similitude.
-c#0
La fonction est définie dans le plan complexe fermé ! et sa valeur au point P d’affixe z = —%,

appelé pdle de la fonction, est égale & oc.
. . . . a
Au point a 'infini z = oo on pose lim, ,oow = —
c

Remarque 37.13.1. On peut résoudre ’équation homographique de départ de maniére unique a z :

_ —dw+b

cw—a
La fonction homographique peut se mettre sous la forme

w:A+i, A B,CeC
z—P

Remarque 37.13.2. A= E,B =
c

Lon ajoute les point a l'infini
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87.13. LA TRANSFORMATION DE MOBIUS

Etude de l’inversion
Soit z = x + 7y dans le plan z et w = u 4 v dans le plan w. On a :

1 T .y
= — 1
rtiy 2ty 2?4y?

U+ =

donc

— x

- CE2+ 2

_ Ty wy#0
- IZ +y2

—N—
e

Or z = i d’ou

T _u
2 2

{ e xy #0
y - 7u2+v2

Transformation d’une droite

Soient dans le plan z la droite d : ax + By +v =0, o, 5 # 0 et la fonction w = h(z) = % Dans
le plan w on aura :

u
u? + v?

- +fy:0<:>ozu—ﬁv+’y(u2+v2):0

a
u? + v?

ler cas : P(0;0) €d (y=0)
En remplacant x et y dans I’équation de la droite on obtient :

h(d)=d :au—pv=0

L’image dans le plan w est une droite.

2éme cas : P(0;0) € d (y #0)
En remplacant x et y dans I’équation de la droite on obtient :

h(d)zF’:uQ—l—vz—l—gu—év:O
Y Y

Transformation d’un cercle

Soient dans le plan z le cercle I' (2(a; 3); R) et la fonction w = h(z) = 1. Dans le plan w on

aura :
) U 2 v 9
M) (M‘a) +(u2+u2_g> SRE=0

ler cas : P(0;0) €T (o + 3% - R?=0)
En remplacant x et y dans I’équation du cercle on obtient une droite :

h(T)=d : —2au+2Bv+1=0

2éme cas : P(0;0) €T (a?+ % — R? #0)
En remplacant x et y dans I’équation du cercle on obtient un cercle.
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Conclusion

La transformation de Mobius transforme droites ef cercles du plan z en droites ou cercles du
plan w :
— Transformation d’une droite
- Ped=hd)=d
- Pdd=h(d) =T
— Transformation d’un cercle
- Pel=h(d)=d
- P¢T'=h(d) =TI
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Chapitre 38

Intégration de fraction rationnelles

Soit /R(sin x,cosx)dx, ou R(sinx,cosz) est une fraction rationnelle en sinz et & cosz. On

veut faire une substitution qui nous rameéne a / R(t)dt, ou R(t) est une fraction rationnelle en ¢.

38.1 Reégles de Bioche

Si la forme différentielle w(x) = f(z) de = R(sinx, cos x)dx est invariante pour la substitution
~zenm—2z (w(mr—2z)=w(x)) on pose t =sinx;

—zen —z (w(—z) =w(x)) on pose t = cosx;

zenm+x (w(mr+z)=w(x)) on pose t =tanz;

— sinon on pose t = tan 5

R 3811, si 2t 1—¢2
emarque A1, SINX = ——, COST = = —
1 1+t2’ 14¢2 14 ¢2
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Chapitre 39

Développements limités

39.1 Définitions

Soit f une fonction réelle définie au voisinage de x = 0; f admet au voisinage de x = 0 un
développement limité d’ordre n € N ssi existe un polyndéme P, de degré < n tel que

f(z) = Py(z) + 2"e(x) =0, avec lime(x) =0

x—0

Autre notation : g(z) = o(2") & lir% gi::) =0= f(z) = Py(x) + o(z").

Remarque 39.1.1. On peut définir le développement limité & droite ou & gauche de x =0

Remarque 39.1.2. Si f est définie au voisinage de x = xg, parler de développement limité de f autour
de x = x¢ revient a parler du développement de 6 :

0(t) = f(t + zo) au voisinage de t =0

(Changement de variable z = z¢ + t).

39.2 Relations a la continuité et 4 la dérivabilité

— f admet un développement limité & 'ordre n > 0 en z =0 < linb f(x) =ag;
xr—
— f admet un développement limité a 'ordre n > 0 autour de x = 0 < f est prolongeable par
continuité en x = 0;
— f admet un développement limité & 'ordre n > 1 en x = 0 < f ou sa prolongé en x = 0 est
dérivable en x =0 :

f(x) = ap + a1n + ze(z), lime(z) =0, f/(0) =a;

z—0

39.3 Existence d’un développement limité de quelques fonctions
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3. Une fonction polyndmiale & autour de 0 un développement limité & tout ordre n.
Soit f(x) = ag + a1z + agx® + -+ + apr™.
—sin<mona f(x)=(ap+a1x+ -+ apz™) + (an+1x”+1—|—~-+amxm);
~sin>mona f(z) =ag+ a1z + ax?® + - - + @™ + a"e(x), lir%f-:(x) =0
Tr—
39.4 Propriétés
39.4.1 Unicité

Si f a un développement limité autour de x = 0 & 'ordre n ce développement limité est unique :

f($) = Pn(x) + ;[;ngl(m) + Qn(x) =+ anQ(x)v ili%gz(x) - 072 = 172

39.4.2 Parité

Si f est paire (respectivement impaire) et elle admet un développement limité en x = 0, alors sa
partie polyndmiale est paire (respectivement impaire).

39.4.3 Troncature

Si f(x) = Py(x) + a™e1(z) = ap + a1z + - - + apa™ alors f admet un développement limité a
Pordre m o 0 < m < n.

39.4.4 Partie principale d’un développement limité

Soit f(z) = Py(x) + a"e1(x).
Soit P, = apa? + ap+1$p+1 + -+ apz™ non nul (a, # 0). Alors on écrit

f(z) =0 apa?

ol apx? est la partie principale du développement limité.

39.5 Détermination des développements limités

39.5.1 La formule de Tylor-Young

Soit f une fonction continuement dérivable sur un voisinage de z = 0 (f (n) est définie et continue
dans le voisinage de x = 0) ; alors f admet en & = 0 un développement limité & I’ordre n donné par
la formule de Tylor-Young :

L) 20 )

f(z) = f(0) TR —l—-'-—l-T—l—:L‘"s(:U)

Remarque 39.5.1. Avec la formule de Tylor-Young on un développement limité des fonctions simples.
En général on applique les opérations sur les développements.

Remarque 39.5.2. Soit f(x) = ag + a1 + asx® + -+ + a,z" + o(z™). Si on sait que f posséde n
dérivables successives en x = 0, alors avec 'unicité du développement limité on a

F™(0) = Klay, k=0,1,--- ,n
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39.5.2 Développements limités des fonctions simples

2 n
e T T n
e —1+1!+32! +5 +n!+0(a§)2 1
¥ x?nt
: _ v < B L 2n+2
sinz = x 3!2—1—551—1— + ( )(23+1)!+0(x )
x x "
-1 = s _1n 2n+1
cos T 2!34- m + 4 (1) 2n)! —|—0(:E )
t = —+ — - —
T =@k e+ gt g o (@)
2 28 "
ln(l—l—x):m—?—i—g—l—-'-—{—(—l)" ;—4—0(95”)
2 3 n
¢ x x
In(l—2)=2— — — = —..._ il n
n(l—z)==x 5 3 n-‘rO(l‘)
ala—1 ala—1)---(a—(n—-1
(1—1—1:)“:14—(11“—1—7(2' )+---+( ) T<L| ( ))x”+o(x”)
3 5 2n+1 !
mhe =2+~ 2% .o 2n+2
siha =@ gp b gt gy e @)
2 4 2n
gt 2n+1
coshx =1+ o1 + 1 + At (2n)! —i—o(:v )
3
x 2 17 62
tanhag — ¢ — 5 4 25 207 b2 10
anhe =@ = g = g aggs® To (@)

39.6 Opérations sur les développements limités

39.6.1 Structure d’espace vectoriel

L’ensemble E des fonctions réelles définies au voisinage de x = 0 et possédant en x = 0 un
développement limité & ’ordre n est un R-vectoriel.
Soient fi(x) = Py(x) +2"c1(x) et fa(x) = Qn(z) + 2™e2(z); VA1, A2 € Ron a

ALfi + Aafo = Ru(x) + 2"e(x)
avec Ry, = M P, + Xa@Q,, et e(x) = A1e1 + Ao

39.6.2 Développement limité d’un produit

Si f(z) = fi(z) - fa(x) alors f(x) = Ry(x) + x2"e(n), ou R,(x) s’obtient en ne retenant dans
P, (2)Qn(x) que les termes de degré < n.
39.6.3 Développement limité d’un quotient

Si f(z) = 28; alors f(x) = Ry(z) + 2"(n), ou R,(x) s'obtient en effectuant la division S’;((i))
selon les puissances croissantes de @, a ’ordre n.

39.6.4 Deéveloppement limité d’une fonction composée

Si f(z) = fa[fi(x)] alors f(z) = Ry(x) 4+ 2™e(x) ou R, est donnée par @, (P,(z)) dans lequel
on ne retient que les monodmers de degré < n.
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39.6.5 Développement limité d’une primitive

Soit f(x) = Pp(z) + 2"c1(x) = ap + a1z + - - + apz™ + z"e(x). Toute primitive F(x) de f(x)
posseéde un développement limité d’ordre n — 1 autour de x =0 :
G

7xn+1 + ﬂs‘n+1€2 (:L”)

F(fﬂ)=F(0)/Oxf(t)dt:F(o)+a0x+‘;x2+...+n+1

F(z) = Qny1(x) + 2" ea(2), Qnya(0) = F(0)

Remarque 39.6.1. Le développement limité en x = 0 & 'ordre n — 1 de f’(x) permet d’obtenir le
développement limité en = = 0 & Pordre n de f(x).

39.6.6 Développement limité d’une dérivée

Soit f continuement dérivable dans un voisinage de x = 0 et admettant un développement limité
dans se voisinage.
Si f/ admet un développement limité a ’'ordre n—1 en x = 0, sa partie réguliére s’obtient en dérivant
la partie réguliére du développement limité de f.
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Chapitre 40

Mouvement

La masse d’'un objet est la quantité de matiére contenue dans I'objet.

La masse volumique est la densité de masse par unité de volume : c’est la quantité de matiére
par le volume occupé.

La witesse est parallele au déplacement, donc tangente & la trajectoire et indique le sens du
mouvement. Il est utile d’introduire deux nouveaux vecteurs, I'un tangente a la trajectoir (#;), autre
normal (),).

L’accélération est la maniére de laquelle varie la vitesse au cours du temps est donnée par 1’ac-
célération. Il est utile d’introduire aussi ici deux nouveaux vecteurs : d;, qui donne la variation de
la composante v de la vitesse au cours du temps, et @, qui donne la variation de la direction de la
vitesse au cours du temps. L’accélération normale est dirigé a l'intérieur d’un virage.

Principe d’inertie : rien n’agit sur un objet en mouvement si son mouvement est rectiligne et
uniforme, T=kVt, a=0Vt¢

40.1 Forces

La deuxiéme loi de Newton dit que si quelque chose agit sur un objet, alors la vitesse de celui-ci
peut étre modifiée selon la loi :
N
Z F=m-da

N
La force F est I'influence que subit I'objet (unité de mesure : Newton, N = kg - m - s~2).
Le poids d'un objet est la force due a 'attraction terrestre qu’il subit & la surface de la terre :

= P -2
F=m-g, avec g~ 9.81m-s

La force électrique est la force exercée sur un objet de charge g par un autre objet de charge @
situé & une distance 7 ; son intensité vaut :

po 6 ld 'Q\QI
T

= , avec g9 = 8.85-10704s - V1. m7t
47‘&'80

Les forces de contact sont les forces exercées par traction, par pression par cisaillement. Souvent on
peut la décomposer en une somme de deux forces, I'une paralléle a la vitesse, ’autre perpendiculaire.
La force de frottement est une force de contact opposée & la vitesse (en général); elle agit pour
réduire la vitesse :

F’} ;= —AU, ot A est le coefficient de frottement
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CHAPITRE /0. MOUVEMENT

La force de traction est une force de contact agissant pour augmenter la vitesse d’un objet :
— —
Frappel = —kd < || F'|| = kld]|

ol k est la constante du ressort et d est la déformation.
La force de soutien est une force perpendiculaire au mouvement.

Pour pouvoir appliquer la loi de Newton, il faut choisir 'objet (ou I’ensemble des objets dans un
systéme) duquel on veut étudier le mouvement dans un référentiel, puis déterminer toutes les forces
exercées sur lui.

Remarque 40.1.1. Pour pouvoir appliquer la loi de Newton, il faut choisir 'objet (ou un systéme)
duquel on veut étudier le mouvement dans un référentiel, puis déterminer toutes les forces exercées
sur lui.

40.2 Quantité de mouvement
On définit quantité de mouvement P d’un ob jet comme le produit de sa masse et de sa vitesse :
— —
P=m-V

La quantité de mouvement d’un systéme de plusieurs masses est la somme des quantités de mouve-
ment de chaque composant :

— — —

P=m; - Vi4+me Va+...

La deuxiéme loi de Newton alors s’écrit :

dP
R
SF-o
dt
Le centre de masse d’un systéme est défini comme le vecteur position :

miT1 + maoty + . ..
mi1+mg+ ...

Tom =
Alors la quantité de mouvement du systéme est donné par :

— — —
P=m1-Vi4+mo-Vo+...=mVou

La quantité de mouvement du systéme est modifiée uniquement par les forces externes. En absence
des forces externes la quantité de mouvement est conservée :

— — — — =, =,
P:ml-V1+m2-V2+...:P:m1~V1+m2- 9+ ...
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Chapitre 41
Energie

41.1 Energie potentielle de gravitation

Prés de la surface de la terre I’énergie potentielle de gravitation vaut (par rapport a une référence) :
Epot = mgh
Si A > 0 la masse se trouve au-dessus de la référence, si h < 0 la masse est au-dessous.
Remarque 41.1.1. Seule la variation de I’énergie importe.

41.2 Energie cinétique

Cette forme d’énergie est liée au mouvement de ’objet :

1 —
Eein = imv2 ) V2= HVH2

Si I’énergie est conservée :

Ecin + Epot =k ‘

1 1
5mv2 + mgh = 5mvl2 + mghy

Remarque 41.2.1. Si la somme de toutes les forces est perpendiculaire & la vitesse, I’énergie cinétique
ne change pas!

AW =V - dF est le travail de F sur Pobjet pendant dt. Le travail total W de F est la somme
de toutes les contributions dWV.

Ecin(tz) — Ecin(t1) = Wio

Si l_e)s forces ne travaillent pas V - di =0 alors I’énergie cinétique est conservée.
—
Si F'-V =0alors W =0, donc E., = k.
— = —
Si F//V et ||F| =k=F alors, W = F -1, |l| = longueur du chemin

Wlﬂg = —mg(h2 — hl) = —mgAh

Le travail du poids ne dépend pas du chemin, mais uniquement de la différence des points d’arrivée
et de départ.
Si le poids est la seule force exercée sur ’objet, ’énergie cinétique est alors conservée. Une force est
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dite conservative si le travail de la force ne dépend pas du chemin, mais seulement de ses extrémités,

donc :
W12 = Epot(1) — Epot(2)

On définit la somme Ey,. = Eepn + Epor comme 'énergie mécanique.
Si toutes les forces exercées sur 'objet sont conservatives (ou ne travaillent pas) alors :

Epot(2) = Epot(1)

Transmission d’une force par un fil :

— Un fil tendu inextensible et de masse négligeable transmet la force.

— Un fil passe sur un objet et glisse sans frottement ; en absence de frottement le fil glisse sur
I’objet et transmet la force, I’objet n’en modifie que la direction.

— Le fil ne glisse pas sur ’objet, donc 1’objet s’oppose par inertie & la mise en rotation, mais si
I’objet a une masse négligeable, alors il ne faut aucun effort pour mettre en rotation, donc le
fil transmet la force.
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Chapitre 42

Forces et matiére

42.1 La pression

—
Considérons une surface S d’un objet et une force F' exercée sur la surface. On peut décomposer
cette force en une force normale et une force tangentielle :

- =

—
F=F,+F,

- F)n : force normale (compression)
—
~ F'; : force tangentielle (déformation)

Le rapport

|7l
5n = Pmoyenne

est la pression moyenne exercée sur la surface S.
.
En divisant S en petits morceaux la force peut étre vue comme la somme de toutes A F'.
—
En prenant AS infiniment petit, A F' est également infiniment petit. On a alors :

Si la pression est la méme sur toute la surface on a :

—
[ Fnll = F-S
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Chapitre 43

Théorie cinématique

43.1 Gaz parfait

Un gaz parfait est décrit par la loi :

P.-V=N-k-T

Ou :
p est la pression du gaz;
V est le volume du gaz;
N est le nombre de molécules;
k est une constante;
T est la température absolue (en Kelvin) ; Topsorwe = Teelsius + 273-15.
Le point de départ est la loi de Newton, avec les hypothéses suivantes :
— Les molécules ne possédent pas de volume propre;
— Les molécules n’interagissent pas entre elles;
— Les chocs des molécules sur les parois sont élastiques : E.;, avant = FE;, aprés.
On peut mettre en relation la pression du gaz et ’énergie cinétique moyenne du centre de masse
d’une molécule selon la loi :

2 1
=-N<-mV?
pV 3 < 2mV >

43.2 Température et énergie cinématique

43.2.1 CAS 1 : deux gaz mélangés dans une boite

On admettant que les chocs entre les molécules sont élastiques on peut montrer que

1 1
< §m1V1 >=< §m2V2 >

Donc les chocs ne modifient pas en moyenne 1’énergie cinétique.
Cet équilibre est également entre chacun des gazes et les parois de la boite :

1 1
< Ecin paroi >=< §m1v1 >= imQVQ >

43.2.2 CAS 2 : deux gaz séparés dans une boite isolée

Comme a I’équilibre < Ecip paroi >=< %lel >=< %mQVQ >, I’énergie cinétique moyenne d’une
molécule est la méme pour deux gaz & température égale.
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Alors nous définissons la température absolue T' (unité de mesure : K, Kelvin) d’un gaz par I’énergie
cinétique moyenne du centre de masse par la relation :

1 3
< imV2 >= §kT, k=1.38-10"2JK ! (constante de Botzmann)

En utilisant la température dans pV = %N < FE.in > on obtient la loi des gaz parfaits P -V =
N-k-T.
On exprimant le nombre de molécules N en nombre de moles n ', N = nN,, on écrit aussi :

P.V=N-R-T,R=831J-mol ! - K}

11 mole = Ny = 6.022 - 10%®> molécules
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Chapitre 44

Chaleur

44.1 Premier principe de la thermodynamique

Nous appelons énergie totale (ou énergie unitaire) d’un systéme toute I’énergie sous toutes les
formes contenue dans le systéme, quel qu’il soit. Elle est notée U.
Ezemple 44.1.1. Gaz monoatomique : U = N < Eg, >= N%kT, toute I’énergie est sous forme
cinétique;
Ezemple 44.1.2. Ressort avec une masse m : Egin(m) + Epot(m) + Epot(ressort) :

On peut modifier I’énergie interne de deux maniéres :

1. par le travail d’une force exercée sur le systéme ;

2. par chaleur «donnée» au systéme.

Par la chaleur, notée @), nous désignons I’énergie échangée entre le systéme et son environnement

sous une autre forme que le travail (par contact, par rayonnement, .. .).
L’énergie interne U d’un systéme passant d’un état a 'autre est modifié comme :
AU =Q+U
Convention :

— @ > 0 : la chaleur est apportée au systéme ;
— @ < 0 : la chaleur est libérée par le systéme.

— W >0 le travail est effectué sur le systéme;
— W <0 : le travail est fourni par le systéme.

44.2 Chaleur spécifique

On apportant de la chaleur (Q > 0) & un systéme sa température augmente. La qualité